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Es ist ein nicht geringes Vergniigen, mit seiner Einbil-
dungskraft tber die Grenze der vollendeten Schopfung
in den Raum des Chaos auszuschweifen?

IMMANUEL KANT

What do you see Walt Whitman?
| see the curious rapid change of the light and shade?

WALT WHITMAN

Kapitel 1
Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Synchronisation chaotischer Halbleiterlaser. Dadurch wird
eine Verbindung hergestellt zwischen dem Gebiet der Synchronisation chaotischer Syste-
me und demjenigen der Dynamik von Halbleiterlasern. Gemeinsame Grundlagen stellen die
nichtlineare Dynamik und die Chaostheorie dar: Ein Laser ist ein nichtlineares System, das
zu chaotischer Dynamik féhig ist. Die Synchronisation chaotischer Laser ist nicht nur aus
physikalischer Sicht interessant: Es wird an Anwendungen in optischen Kommunikations-
systemen gedacht.

Die nichtlineare Dynamik behandelt Systeme, denen nichtlineare Bewegungsgleichungen
zugrunde liegen. Fir sie ist die fur lineare Systeme geltende Superponierbarkeit von Losun-
gen nicht gegeben. Diese Tatsache erschwert ihre analytische Behandlung in erheblichem
Male. Dennoch beschaftigte sich HENRI POINCARE bereits Ende des letzten Jahrhunderts
im Rahmen von Untersuchungen zur Stabilitét der Planetenbahnen mit nichtlinearen Syste-
men. Dabei gelangte er zu der Erkenntnis, dal’ ein System, dessen Dynamik sich einer lang-
fristigen Vorhersage entzieht, nicht notwendigerweise stochastischen Einfliissen ausgesetzt
sein muB, sondern rein deterministisch sein kann.

Eine eingehendere Untersuchung derartiger irregulérer deterministischer Systeme begann

1], Kant: Allgemeine Naturgeschichte und Theorie des Himmels [1755]. In: Kant’s gesammelte Schriften,
herausgegeben von der Koniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften, Bd. I, Reimer, Berlin, 1902;
S. 315.

2W. Whitman: Leaves of Grass [1892]. Bantam, New York, Toronto, London, 1983; S. 111. Frei {ibersetzt:
Was siehst Du, Walt Whitman? Ich sehe den seltsamen, raschen Wechsel von Licht und Schatten.



2 Kap. 1 Einleitung

jedoch erst einige Jahrzehnte spater. Neben neuen analytischen Ergebnissen war es vor allem
die durch die Verfugbarkeit digitaler Rechenanlagen gegebene Moglichkeit, nichtlineare Sy-
steme mit Hilfe von numerischen Simulationen zu untersuchen, die den raschen Aufschwung
der sogenannten Chaosforschung seit den sechziger Jahren dieses Jahrhunderts begriindete.
Die Untersuchungen beschréankten sich jedoch nicht allein auf Modellrechnungen. Vielmehr
konnte chaotische Dynamik in etlichen realen, auch nichtphysikalischen Systemen beobach-
tet und studiert werden [10]. Charakteristisch fur deterministisches Chaos ist eine empfind-
liche Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen. Diese zeigen nicht nur Systeme, die eine
grofe Zahl von Freiheitsgraden besitzen (etwa in der Hydrodynamik), sondern auch niedrig-
dimensionale Systeme mit wenigen Freiheitsgraden. Ein Beispiel ist das bekannte Lorenzsy-
stem, ein aus lediglich drei nichtlinearen Differentialgleichungen bestehendes Modell einer
Konvektionsstromung [57].

Trotz ihrer empfindlichen Abhangigkeit von kleinen Storungen ist es moglich, gekoppelte
chaotische Systeme zu synchronisieren [22, 64, 2, 61]. Diese auf den ersten Blick verbliiffen-
de, seit den achtziger Jahren dieses Jahrhunderts bekannte Tatsache hat in den letzten Jahren
grofRes Interesse auf sich gezogen, nicht zuletzt aufgrund moglicher Anwendungen in der
Nachrichtenuibertragung [39]. Die Synchronisation chaotischer Systeme ist, zusammen mit
den wichtigsten Grundlagen der nichtlinearen Dynamik, Gegenstand des folgenden zweiten
Kapitels.

Ahnlich rasant wie die Chaosforschung entwickelte sich seit den sechziger Jahren dieses
Jahrhunderts die Laserforschung. Ein Laser (engl. fur light amplification by stimulated emis-
sion of radiation, dt. Lichtverstarkung durch stimulierte Strahlungsemission) besteht aus ei-
nem aktiven (zur Ladungstragerinversion geeigneten) Medium, einem optischen Resonator
und einer Pumpe, die von auRen Energie zufiihrt. Laser zeichnen sich durch hohe Leistungs-
dichten, niedrige Linienbreiten und sehr gute Koharenzeigenschaften des emittierten Lich-
tes gegentiber anderen Lichtquellen aus. Der erste Laser, fur den Rubin als aktives Medium
diente, wurde 1960 konstruiert [49], nachdem das Laserprinzip bereits 1958 theoretisch be-
schrieben worden war [77].

Halbleiter wurden schon sehr friih als aktive Medien verwendet. Obwohl die ersten
im Labor funktionierenden GaAs- und Ga(As;_Px)-Laser bereits 1962 prasentiert wur-
den [27, 34, 55, 68], dauerte es jedoch bis in die achtziger Jahre, bis Halbleiterlaser in techni-
schen Anwendungen eingesetzt werden konnten. Heute finden sie in Form von Laserdioden
aufgrund ihrer geringen GroRe, langen Lebensdauer und niedrigen Herstellungskosten weit-
reichende Verwendung, unter anderem in optischen Kommunikationssystemen, CD-Spielern
und Laserdruckern [24]. In Kapitel 3 wird eine Einfiihrung in die Funktionsweise und die
Theorie der Halbleiterlaser gegeben. Dabei wird insbesondere auf die nichtlinearen semi-
klassischen Lasergleichungen eingegangen.

\on sich aus liefert ein Halbleiterlaser Licht konstanter Intensitdt. Dies kann sich dndern,
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wenn er von aufien beeinfluBt wird. Da ein Laser ein nichtlineares System darstellt, besteht
die Moglichkeit zu komplexer, auch chaotischer Dynamik. Eine Form von duRerer Beein-
flussung, die auch in vielen technischen Anwendungen auftritt, ist die Riickkopplung durch
einen externen optischen Resonator. Unter den vielen beobachtbaren Phdnomenen sticht das
der niedrigfrequenten Intensitatsfluktuationen (engl. low frequency fluctuations) besonders
hervor, das sich durch in unregelméBigen Abstanden im Nanosekundenbereich auftretende
abrupte Einbriiche der Intensitét auszeichnet. Esist in den letzten fiinfzehn Jahren eingehend
untersucht und haufig kontrovers diskutiert worden [81]. Bis heute existiert noch keine all-
gemein anerkannte Erklarung. In Kapitel 4 werden nach einer theoretischen Einfuhrung die
durchgefuihrten numerischen und experimentellen Untersuchungen des Halbleiterlasers mit
externem optischen Resonator beschrieben, wobei das Phanomen der low frequency fluctua-
tions im Mittelpunkt steht. Von besonderem Interesse ist dabei die Stabilitat der Losungen,
die dariber entscheidet, ob das System chaotisch ist.

In Kapitel 5 wird der Bogen zur Synchronisation chaotischer Systeme geschlagen. Es wird
ein Schema vorgestellt, daB es ermdglicht, zwei gekoppelte chaotische Laserdioden mit ex-
ternen optischen Resonatoren zu synchronisieren. Nach einem Uberblick tiber den momen-
tanen Stand der Forschung zur Synchronisation chaotischer Laser werden die Modellglei-
chungen erlautert, welche die beiden gekoppelten Systeme beschreiben. Es werden die Er-
gebnisse von numerischen Modellrechnungen dargestellt und diskutiert, bevor schlieRlich
auf den Stand der experimentellen Umsetzung eingegangen wird. Dabei wird versucht, mog-
liche Probleme durch einen Vergleich mit den Ergebnissen der numerischen Simulationen
ausfindig zu machen.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Arbeit ist in Kapitel 6 zu finden. Zusétzlich
wird ein Ausblick auf offene Fragestellungen gegeben.

Anhang A ist der linearen Stabilitatsanalyse der Bilanzgleichungen des Halbleiterlasers
ohne externen Resonator gewidmet. In Anhang B wird das verwendete numerische Verfah-
ren zur Integration der im Modell vorkommenden Delaydifferentialgleichungen beschrie-
ben. SchlieRlich befindet sich in Anhang C eine Ubersicht liber die verwendete Notation
und haufig auftretende Symbole.

Fur Begriffe, die keine einheitliche deutsche Bezeichnung besitzen, werden die englischen
Bezeichnungen verwendet; in diesen Fallen wird jedoch eine deutsche Ubersetzung angege-
ben.






Kapitel 2
Nichtlineare Dynamik und Synchronisation

In diesem Kapitel werden zundchst einige spater bendtigte Begriffe der nichtlinearen Dy-
namik eingefihrt, bevor die Grundlagen der Synchronisation chaotischer Systeme erldu-
tert werden. Dabei wird weder auf Vollstandigkeit noch auf mathematische Strenge An-
spruch erhoben. Wo nicht anders vermerkt, orientiert sich die Darstellung an den Referen-
zen [10, 16, 57, 59]. AbschlieRend wird die Synchronisation chaotischer Systeme am Bei-
spiel zweier gekoppelter Chuaoszillatoren experimentell demonstriert.

2.1 Dynamische Systeme

Allgemein ist ein dynamisches System ein System, dessen Zustand sich mit der Zeit deter-
ministisch dndert. Eine wichtige Untermenge wird durch solche Systeme gebildet, die sich
durch einen FluB im Zustands- oder Phasenraum RY beschreiben lassen. Ausgehend von Sy-
stemzustanden x € M c RY wird unter einem FluR auf einem offenen Gebiet M ¢ RY eine
stetig differenzierbare Abbildung

. RxM—>M
mit den Eigenschaften

@(0,x) =X furallex e M,
e[t,p(s,X)] = p(s+t,x) firalles,teR, xe M

verstanden. Bei gegebenem ¢ héngt der Zustand des Systems zu einem Zeitpunkt ty + At
also nur von dessen Zustand zum Zeitpunkt ty ab. Als Trajektorie von ¢ durch xg wird die
Menge {@(t,xg)|t € R} bezeichnet. Es kann gezeigt werden, daf sich Trajektorien nicht
schneiden [36]; daraus folgt, daR die zeitliche Entwicklung des Systemzustandes durch ¢
eindeutig festgelegt ist.

Ein Zusammenhang mit Systemen von Differentialgleichungen ergibt sich tiber das Ge-
schwindigkeitsfeld

f:M—=RY, f(x)=
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so daf’ ein FluR ¢ gemal @ (t,Xo) = x(t) durch ein System von Differentialgleichungen

d

GO =1(x) (2.1)
mit der Anfangsbedingung x(0) = Xo definiert werden kann. Dabei sind x(t) =
(X1(t), ..., %g(t))T und f (x) = (f1(x),..., fg(X))T, wobei X" den transponierten Vektor zu x
bezeichnet. Jedoch definiert nicht jedes System von Differentialgleichungen einen FIuB:
Damit durch (2.1) ein FluR definiert wird, muB f (x) in M lokal einer Lipschitzbedingung
geniigen! (Existenz- und Eindeutigkeitssatz); hinreichend dafiir ist, daR f bzgl. x stetig par-
tiell differenzierbar ist. Anzumerken ist, dal? sich Differentialgleichungen hdherer Ordnung,
ebenso wie nichtautonome Differentialgleichungen, durch Einfuhren zusatzlicher Variablen
stets in Systeme der Form (2.1) tberfiihren lassen.

Bisher wurden nur zeitkontinuierliche Systeme betrachtet, deren Zusténde x(t) sich kon-
tinuierlich mit der Zeitt € R @ndern. In der nichtlinearen Dynamik spielen zeitdiskrete Sy-
steme, deren Zustdnde x" sich in diskreten Schritten n € Z &ndern, ebenfalls eine wichtige
Rolle; sie konnen durch Differenzengleichungen definiert werden. Fir diese Arbeit haben
derartige Systeme jedoch keine Bedeutung.

In konservativen Systemen bleiben Phasenraumvolumina unter Wirkung des Flusses kon-
stant, nach dem Liouvilleschen Satz gilt mit (2.1) divf (x) = O fiiralle x € RY. In dissipativen
Systemen dagegen existieren Gebiete im Phasenraum, in denen Phasenraumvolumina durch
den EinfluB von Reibung kontrahiert werden; dort gilt divf (x) < 0 [57]. Wahrend sowohl
in der Himmelsmechanik als auch in der Quantenmechanik erfolgreich mit konservativen
Modellsystemen gearbeitet werden kann, herrschen auf mittleren Langenskalen dissipative
Systeme vor.

Es lassen sich funf Arten von Trajektorien unterscheiden: Fixpunkte, periodische, qua-
siperiodische und chaotische Orbits sowie Transienten. Im Falle eines Fixpunktes x* gilt
@(t,x%) = x* fir alle t € R, was gemdR (2.1) gleichbedeutend ist mit f (x°) = 0. Ein pe-
riodischer Orbit oder Grenzzyklus zeichnet sich dadurch aus, daB sich der Systemzustand
nach einer Periode T wiederholt: Fiur jeden Punkt X, des Orbits gilt (T, Xg) = Xo. Ein qua-
siperiodischer Orbit besitzt mindestens zwei gleichzeitig vorliegende Frequenzen, die in ei-
nem irrationalen Verhaltnis zueinander stehen. Folglich wird kein Systemzustand im Laufe
der Zeit mehrmals eingenommen, die Trajektorie bewegt sich auf einem Torus und fillt des-
sen Oberflache aus. Ein chaotischer Orbit nimmt ebenfalls keinen Systemzustand mehrmals
ein. Zusatzlich existiert eine sensitive Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen: Zwei im
Phasenraum nahe beieinander liegende Zustande entfernen sich mit der Zeit im Mittel ex-
ponentiell voneinander; die Trajektorien verlaufen jedoch stets in einem begrenzten Bereich
des Phasenraums.

1Seien M Cc RY und f : M — RY. f geniigt in M lokal einer Lipschitzbedingung genau dann, wenn gilt:
VXo € M 3 Umgebung V (xg) C M, ¢ > 0, so dal ¥x1,X, € V gilt: ||f (x1) —f (x2)|| < c||x1 —X2|| -
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Alle bisher beschriebenen Arten von Trajektorien zeichnen sich dadurch aus, dal} die
Bewegung auf einer begrenzten Teilmenge des Phasenraums stattfindet: einem einzelnen
Punkt, einer geschlossenen Kurve, einem Torus oder einer komplizierteren Menge im Falle
eines chaotischen Orbits. Ist eine solche Teilmenge anziehend, d. h. existiert eine Umgebung
von Zustanden, die sich mit der Zeit auf die Teilmenge zubewegen, so stellt diese einen At-
traktor dar.? Die Umgebung von Zustinden, auf die der Attraktor anziehend wirkt, wird als
dessen Einzugsbereich (engl. basin of attraction) bezeichnet. Da durch den Flul} ein Pha-
senraumvolumen im Einzugsbereich auf den Attraktor zusammengezogen wird, existieren
Attraktoren nur in dissipativen Systemen.

Eine Transiente ist schlieBlich eine Trajektorie, die sich nicht auf einem Attraktor bewegt.
Sie kann sich auf einen solchen zubewegen, aber auch nach unendlich streben.

2.2 Stabilitdt und Lyapunovexponenten

Ein Fixpunkt x® heift stabil (im Sinne Lyapunovs) genau dann, wenn fiir ein beliebiges € > 0
ein § = &(¢&) > O existiert, so daR fur jeden Zustandsvektor xo mit [|xo —X®|| < & folgt, daR fur
allet > 0 die Trajektorie g (t, xg) existiertund || (t,xg) —X®|| < € ist. In Worten ausgedriickt
bedeutet dies, dal} Trajektorien, die einmal in der Ndhe eines stabilen Fixpunktes verlaufen,
fur alle Zeit in dessen Néhe bleiben. Ist ein Fixpunkt nicht stabil, so heilit er instabil.

Ferner heil3t ein Fixpunkt x°* asymptotisch stabil genau dann, wenn er stabil ist und zusétz-
lich ein 6 > 0 existiert, so daf fur jeden Zustandsvektor Xy mit ||xo — x%|| < & folgt, dal fur
alle t > 0 die Trajektorie @ (t,Xp) existiert und lim_,..||@(t,Xo) — X*|| = 0 ist.

Zur Untersuchung der lokalen Stabilitat von Fixpunkten nichtlinearer Systeme ist haufig
eine lineare Stabilitdtsanalyse ausreichend. Eine Entwicklung der Funktion f (x) aus (2.1)
fuhrt auf das System

%x(t) = £ (x%) + DF(x®) [x(t) — 5] + O (x?), (2.2)

wobei

- ()

die Jacobimatrix von f (x) an der Stelle x® ist. Fur eine Stdrung 6x(t) = x(t) — x® ergibt sich
bei Vernachlassigung quadratischer und hoherer Terme das lineare System

%6x(t) = DF(x)ox(t) (2.3)

2Eine mathematische Beschreibung eines Attraktors wird beispielsweise in Ref. [10], S. 142 f, gegeben; es
existiert jedoch noch keine allgemein anerkannte Definition.

XS
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welches einen Fixpunkt bei 6x* = 0 besitzt. Fir diesen gilt mit den Eigenwerten A;, i =
1,...,d, von Df(x®)

Vi:Re(Aj) <0 <& 8x°istasymptotisch stabil,
Ji:Re(Aj) >0 <« &x°istinstabil.

Nach dem Satz von Hartmann-Grobmann gilt die Stabilitatsaussage in diesen beiden Féllen
lokal auch fiir das nichtlineare System (2.1). Gibt es keine Eigenwerte mit positivem Real-
teil, wohl aber mindestens einen, dessen Realteil Null ist, so &Rt sich aus der Betrachtung
des linearen Systems keine Aussage iiber die Stabilitdt des Fixpunktes X des nichtlinearen
Systems treffen; in diesem Fall entscheiden hohere Terme in (2.2) Uber die Stabilitét.

Wie bereits erwéhnt, ist chaotische Dynamik durch eine sensitive Abhéngigkeit von den
Anfangsbedingungen gekennzeichnet. Diese lait sich quantitativ mit Hilfe von Lyapunov-
exponenten (charakteristischen Exponenten) erfassen, die die zeitliche Entwicklung des Ab-
standes zwischen im Phasenraum benachbarten Trajektorien beschreiben. Sie werden mit

Hilfe der d x d-Matrix
[ 99(1,x)
TX N < an

definiert, die eine Linearisierung des Flusses an der Stelle x beschreibt. T} bezeichnet das
Produkt aus n solcher Linearisierungen entlang einer Trajektorie @ (t,X),

T3 = Tomn-10 " Tox Tx:

Nach dem multiplikativen Ergodentheorem von Oseledec existiert fiir fast alle x (bzgl. eines
ergodischen Malies) die Matrix

I nT +n 1/2n
Ax = lim (T" )7,

wobei TR die transponierte Matrix zu T} ist [16]. A ist nach Konstruktion symmetrisch und
positiv semidefinit, besitzt also nur reelle, nichtnegative Eigenwerte. Als Lyapunovexponen-
ten A; > Ay > --- > Aq werden die natiirlichen Logarithmen dieser Eigenwerte definiert; sie
sind fur fast alle x unabhangig von x [16].

Ist E! der durch die Eigenvektoren zu den Eigenwerten exp(A;j), j > i, von Ay aufgespann-
te Unterraum des RY und 6x € E} \ EX! eine Storung des Zustandsvektors xo, so gilt fiir fast
alle xq [16]

1 Txoxll

Aj= lim =lo
"ot n 2% lox]
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Daraus laRt sich ein Verfahren zur numerischen Berechnung der Lyapunovexponenten ablei-
ten. Die zeitliche Entwicklung einer Stdrung 6x(t) eines Zustandsvektors x(t) wird mit der
Jacobimatrix Df der Funktion f aus (2.1) in linearer N&herung durch
d

aéx(t) ~ DFfx(t)]ox(t) (2.4)
beschrieben. Eine Storung, die eine Komponente in Richtung des Eigenvektors v; zum groR-
ten Eigenwert exp(A;) von Ay besitzt, wéachst mit der Zeit vornehmlich in dieser Richtung
an. Um alle d Eigenwerte zu bestimmen, wird das System (2.1) zusammen mit d Systemen
der Form (2.4) fiir d linear unabhingige Stérungen sx' integriert, fir die ||6x!(ty)|| = 6o,
i=1,...,d, gilt. Um ein iibermaRiges Anwachsen aller 6x' in Richtung des Eigenvektors v;
zu verhindern, werden sie in nicht zu groRRen Zeitabstanden At auf die La&nge §Xg reorthonor-
malisiert. Die Lyapunovexponenten ergeben sich dann aus

1 |ox! (kat) |

Ai=—) lo
i NAtkg'l 9 5%

fuir eine moglichst groRe Zahl N [57].

2.3 Delaydifferentialgleichungen

Fur das in dieser Arbeit untersuchte Lasersystem ist eine Verallgemeinerung der beschrie-
benen Konzepte auf Delaydifferentialgleichungen erforderlich. Sie gehdren der grofieren
Klasse der retardierten Funktionaldifferentialgleichungen an. Eine retardierte Funktional-
differentialgleichung ist definiert durch [26]

d
ax(t) = f(Xt7t)7 (25)
mit der Schar von Funktionen
X :[-n0] =R, x(0)=x(t+0), X stetig.

Dadurch ist eine sehr allgemeine Klasse von Gleichungen gegeben, die gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen ebenso umfaflt wie Integro-Differentialgleichungen der Form

0
X(t) = / dogix(t+ 0),0.t]
—r
und retardierte Differential-Differenzengleichungen der Form

%(t) = F{x(0), X[t — T1()],.. .. X[t — Tn(D)]. L},
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die im folgenden kurz Delaydifferentialgleichungen genannt werden; x = dx/dt ist dabei die
zeitliche Ableitung. Durch retardierte Funktionaldifferentialgleichungen lassen sich Syste-
me beschreiben, deren Zustandsanderung nicht nur vom momentanen Zustand, sondern auch
von vergangenen Zustanden abhédngig ist. Beispiele finden sich unter anderem in Popula-
tionsdynamik, Kontrolltheorie [41], Optik [35] und Physiologie [48].

In dieser Arbeit werden Systeme von Delaydifferentialgleichungen erster Ordnung mit ei-
ner konstanten Zeitverzogerung T der Form

X(t) = f[x(t), x(t—7)] (2.6)

betrachtet. Zur Bestimmung der Zeiteintwicklung von x(t) ab einem Zeitpunkt ty ist die
Kenntnis der Funktion x(t) auf dem gesamten Intervall [ty — T,tp] C R erforderlich. Der Zu-
stand des Systems wird also durch eine Funktion auf einem reellen Intervall beschrieben,
wodurch der Zustandsraum des Systems unendlichdimensional wird. Auch fiir Delaydif-
ferentialgleichungen lassen sich Aussagen tiber Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen
treffen, auf die hier aber nicht eingegangen werden soll.

Da Systeme von Delaydifferentialgleichungen unendlichdimensional sind, besitzen sie
unendlich viele Lyapunovexponenten. Fir eine Storung 5x(t) des Vektors x(t) gilt in linea-
rer Naherung

Ox(t) = Dfy[x(t), x(t — 1)]ox(t) + Dfp [x(t),X(t — 7)]ox(t — ),

wobei Df; und Df, die Jacobimatrizen von f bzgl. x(t) bzw. x(t — ) sind (siehe auch Ab-
schnitt 4.5). Ebenso wie der Systemzustand ist der Zustand der Stérung zum Zeitpunkt ty
durch eine Funktion auf dem Intervall [ty — T,ty] gegeben. Fiir eine numerische Berechnung
der Lyapunovexponenten von Delaysystemen wird dieses Intervall diskretisiert [18]. De-
tails dazu werden in Abschnitt 4.5 am Beispiel der Modellgleichungen fiir eine Laserdiode
mit externem Resonator behandelt.

2.4 Synchronisation chaotischer Systeme

Synchronisation gekoppelter periodischer Oszillatoren ist ein lange bekanntes Phanomen,
welches zuerst 1673 von HUYGENS am Beispiel zweier Pendeluhren beschrieben wurde, die
an ein und demselben Holzbalken befestigt waren und sich dadurch gegenseitig so beeinfluf3-
ten, dal3 die Pendel stets in genau entgegengesetzter Phase schwangen. Systematisch unter-
suchten VAN DER PoL und VAN DER MARK 1926 und 1927 die Synchronisation gekoppel-
ter elektrischer Oszillatoren [66, 65]. Von Synchronisation zweier periodischer Oszillatoren
mit den Phasen ¢ (t) und ¢, (t) wird gesprochen, falls entweder Phasenstabilisierung (engl.
phase locking) vorliegt,

INg1(t) —mey(t)| <c,
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oder aber Frequenzmitnahme (engl. frequency entrainment),

w; N

w7 m

Dabei sind n,m € N ganze Zahlen, ¢ > 0 eine moglichst kleine Konstante und w; = (d¢; /dt)t
die Frequenzen der Oszillatoren [59].

a) he _¢ b)
f(x) g(y) fx) —» N~ —» 9
| treibendes Syst
hy reibendes System Antwortsystem

Abbildung 2.1: Zwei Systeme f (x) und g(y) mit a) bidirektionaler bzw. b) unidirek-
tionaler Kopplung.

Grundsatzlich wird zwischen bi- und unidirektionaler Kopplung unterschieden (siehe
Abb. 2.1). Im Falle bidirektionaler Kopplung beeinflussen sich beide Systeme gegenseitig,
so dal? sie allgemein durch die gekoppelten Differentialgleichungen

X(1) =f{x(0), hyly®1}, (2.7)
y(t) = g{x(t), hx[x ()} (2.8)

dargestellt werden konnen, wobei die Funktionen hy(x) und hy(y) die Kopplungssignale be-
schreiben und x = dx/dt die zeitliche Ableitung ist. Im Falle unidirektionaler Kopplung gibt
es dagegen ein treibendes System und ein Antwortsystem (engl. drive und response). Das
treibende System beeinfluBt das Antwortsystem, wird aber selbst von diesem nicht beein-
fluBt. Dies l&Bt sich allgemein ausdriicken durch

X(t) =f{x(®)}, (2.9)
y(t) = g{x(t),h[x(®)]}, (2.10)

wobei x(t) den Zustand des treibenden Systems und y(t) den des Antwortsystems bezeich-
nen.

Identische Synchronisation ist moglich, falls sich x(t) und y(t) im gleichen Phasenraum
RY bewegen und eine nichtleere Menge M = {(x,y)” € R?4} existiert, so da fir alle Paare
von Anfangszustéanden (X(tp),y(tg))" € M

lim ly(t) —x(t)[| =0

t—oo
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gilt. In diesem Fall befinden sich beide Systeme nach einer gewissen Einschwingzeit zu glei-
chen Zeiten in gleichen Zustédnden; sie fihren identische Oszillationen aus.

Im Falle identischer Synchronisation ist die Synchronisationsmannigfaltigkeit Mgy im
Phasenraum R2d gegeben durch Mgyn = {(x,y)™ € R?4|x = y}. Ein beliebiger Punkt z =
(x,y)T € R?® kann gemaR

7— X _ E X, _+_E —X o +7z
\y) 2\x,/) 2\ x, /) Wt
mit x, = Xx+y und x; =y— x durch zwei Anteile z,,z, € R?? dargestellt werden, die die

Dynamik des gekoppelten Systems parallel bzw. senkrecht zur Synchronisationsmannigfal-
tigkeit beschreiben (siehe Abb. 2.2).

' z

/: Msyn

P
X

Abbildung 2.2: Zerlegung von z = (X,y)" in einen Anteil z, = (x,,x,)"/2 parallel
zur Synchronisationsmannigfaltigkeit My, und einen Anteil z, = (—x_,X; )"/2 senk-
recht zu ihr.

Die Vorstellung der Synchronisation chaotischer Systeme mag auf den ersten Blick wider-
sprichlich anmuten: Laufen die Trajektorien beider Systeme wegen der sensitiven Abhan-
gigkeit von den Anfangsbedingungen nicht exponentiell auseinander, so dal3 ein synchroner
Zustand bei der kleinsten Storung eines der Systeme sofort wieder zerstort werden wiirde? Es
zeigt sich jedoch, daf es sehr wohl mdglich ist, daB beide Systeme fiir sich betrachtet chao-
tische Dynamik zeigen, sich aber zugleich in einem stabilen synchronen Zustand befinden;
,»Stabil“ bedeutet in diesem Fall, daf3 sich die Trajektorien beider Systeme wieder asympto-
tisch einander néhern, wenn eines der Systeme gestort wird. Bezogen auf x, und x; bedeu-
tet identische Synchronisation chaotischer Systeme, dafl das System x; =f (x+x, ) —f(X)
einen asymptotisch stabilen Fixpunkt bei x; = 0 besitzt, das System x, = f (X) +f (x, — X)
jedoch chaotisch ist. Die chaotische Dynamik findet also allein auf der Synchronisations-
mannigfaltigkeit statt, die als Ganze asymptotisch stabil ist.
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Synchronisation chaotischer Systeme wurde bereits 1983 von FUJISAKA und YAMA-
DA [22], 1984 von PIKOVSKY [64] und 1986 von AFRAIMOVICH, VERICHEV und RABI-
NOVICH [2] fur den Fall bidirektionaler Kopplung gezeigt. In den Arbeiten wurden sowohl
theoretische als auch experimentelle Untersuchungen durchgefiihrt. GroReres Interesse er-
regte das Thema jedoch erst durch die 1990 von PECORA und CARROLL verdffentlichte Ar-
beit, in der die Autoren Synchronisation unidirektional gekoppelter chaotischer Systeme so-
wohl experimentell als auch mit Hilfe numerischer Simulationen zeigten [61]. AuRerdem
schlugen sie sichere (verschliisselte) Kommunikation als mogliche Anwendung des Phéno-
mens vor (siehe Abschnitt 2.5).

2.4.1 Unidirektional gekoppelte Systeme
Da in dieser Arbeit hauptséachlich unidirektional gekoppelte Systeme untersucht werden, soll
diesen nun besonderes Augenmerk gelten.

Eine formale Methode zur Beschreibung solcher Systeme ist die Aktiv-Passiv-Zerlegung
(engl. active-passive decomposition, APD) [40, 60, 37]. Das autonome Vektorfeld f (x) des
treibenden Systems wird dabei in ein nichtautonomes Vektorfeld g(x, s) tberfiihrt. Demnach
beschreiben

X(t) = fx(t)] = g[x(t), s(t)] (2.11)
das treibende System,
S(t) =h[x(t)]  oder  §(t) =h[x(t),s(t)]
das Kopplungssignal und

y(t) = gly(t), s(t)] (2.12)

das Antwortsystem. Es liegen also mit (2.11) und (2.12) zwei identische Systeme vor, die
von dem gleichen Signal s(t) getrieben werden, welches wiederum vom Zustand des trei-
benden Systems abhangig ist. Um Synchronisation zu erreichen, missen die Funktionen f,
g und h geeignet gewahlt werden. Zwei wichtige Arten der Kopplung sind die Zerlegung in
Untersysteme und die dissipative Kopplung.

Zerlegung in Untersysteme: Bei dieser Methode, die von PECORA und CARROLL [61]
verwendet wurde, wird ein d-dimensionales dynamisches System U = f (u) in zwei Untersy-
steme

v(t) =fy(v,w),
w(t) = fw (v, w)
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zerlegt, wobei v= (ug,...,ux)" und w= (Uxy1,...,Uq)" sind. Wird nun ein System
W (t) = f(v,w)

ebenfalls mit v(t) getrieben, so tritt bei geeigneter Zerlegung identische Synchronisation zwi-
schen w(t) und W/ (t) ein.

Die Beschreibung durch eine APD wird durch die Ersetzungen x =w, y=w, s=v, h(x,s) =
fv(v,w), g(x,s) = fw(v,w) und g(y,s) = fw(v,w) erreicht [60].

Dissipative Kopplung: Bei dieser (auch diffusive Kopplung oder engl. error-feedback
coupling genannten) Kopplungsart wird in das zweite System ein zusatzliches Signal inji-
ziert, das proportional zum Unterschied zwischen den Zustanden beider Systeme ist:

X(t) =f(x)
y(t) =f(y) +K(x-y),
wobei K € R9*9 eine Matrix ist, welche die Kopplung beschreibt.

Hier ergibt sich die Beschreibung durch eine APD, indem s= x und g(z,s) =f (z) + K(s—2)
(fir z= x bzw. z=y) gesetzt werden [60].

Neben diesen beiden Standardmethoden lassen sich durch den Formalismus der APD noch
einige andere Kopplungsarten beschreiben. Fir die in dieser Arbeit untersuchten gekoppel-
ten Delaydifferentialgleichungen ist allerdings eine Verallgemeinerung erforderlich. Hier
wird das Vektorfeld f [x(t),x(t — 7)] in ein Vektorfeld g[x(t),x(t — ), s(t)] Uberfuhrt, so dal}
das treibende System durch

X(t) = gx(t), x(t—7),s(t)],
die Kopplung durch
S(t) = h{x(t),x(t—7)] oder S(t) = hix(t),x(t—1),s(t),s(t— )]

und das Antwortsystem durch

beschrieben werden.

Ein notwendiges Kriterium fir identische Synchronisation 183t sich mit Hilfe der soge-
nannten bedingten Lyapunovexponenten formulieren [61]. Sie sind definiert als die Lyapu-
novexponenten des vom treibenden System getriebenen Antwortsystems. Ist der grofite be-
dingte Lyapunovexponent negativ, so bedeutet das, dal} eine Storung des synchronisierten
Orbits mit der Zeit verschwindet. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dal die Syn-
chronisationsmannigfaltigkeit im gemeinsamen Phasenraum R? im Mittel anziehend ist.
Angemerkt werden muf, das dadurch zwar ein notwendiges, aber kein hinreichendes Kri-
terium fiir Synchronisation beschrieben ist. Der Grund dafiir wird im ndchsten Abschnitt
erlautert.
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2.4.2 Transversale Instabilitaten

Die Feststellung, daB alle bedingten Lyapunovexponenten negativ sind, macht lediglich
eine Aussage Uber die mittlere Zeitentwicklung von Stérungen der Synchronisation. Sie
schlieft nicht aus, dal die Synchronisation tber kurze Zeitabschnitte zusammenbricht. Ge-
rade dies ist jedoch mdglich, wenn die Synchronisationsmannigfaltigkeit invariante Unter-
mengen (z.B. instabile Fixpunkte oder periodische Orbits) enhdlt, die transversal instabil
sind. Damit ist gemeint, daR das Antwortsystem nicht mit dem treibenden System synchro-
nisiert, wenn sich letzteres auf einer solchen transversal instabilen invarianten Untermenge
bewegt. Im gemeinsamen Phasenraum R29 entsprechen diesen Untermengen Orbits auf der
Synchronisationsmannigfaltigkeit, die transversal zu dieser instabil sind.

Bewegt sich das Gesamtsystem exakt auf der Synchronisationsmannigfaltigkeit, so gerét
es nicht in den Einfluf3 der instabilen Mannigfaltigkeiten der transversal instabilen Orbits (da
sie sich transversal zur Synchronisationsmannigfaltigkeit und auBerhalb von ihr befinden).
In der Praxis existieren jedoch stets Storungen der perfekten Synchronisation durch Rau-
schen (das auch in numerischen Simulationen in Form von Rundungsfehlern auftritt) oder
durch Parameterunterschiede zwischen den beiden Systemen (zwei experimentelle Systeme
sind niemals exakt gleich). Daher bewegt sich das Gesamtsystem nicht exakt auf der Syn-
chronisationsmannigfaltigkeit, sondern nur in ihrer Nahe. Es kann also durchaus in den Ein-
flu der instabilen Mannigfaltigkeiten der transversal instabilen Orbits gelangen. In diesem
Fall wird sich das Gesamtsystem von der Synchronisationsmannigfaltigkeit entfernen, bis
es in einen Bereich gelangt, in dem diese wieder anziehend ist. Treten derartige Ereignisse
nur an einigen begrenzten Stellen der Synchronisationsmannigfaltigkeit auf, so ist diese im
Mittel trotzdem anziehend, so dal? alle bedingten Lyapunovexponenten negativ sind. Néhere
Einzelheiten sind z. B. den Referenzen [28, 73] zu entnehmen. Ein Beispiel fur dieses in der
englischsprachigen Literatur attractor bubbling genannte Phanomen wird in Abschnitt 5.3.3
gegeben.

2.5 Kommunikation mittels Chaos

PECORA und CARROLL schlugen bereits 1990 vor, Synchronisation unidirektional gekop-
pelter chaotischer Systeme fir sichere (also verschliisselte) Kommunikation zu nutzen [61].
Die Grundidee, das treibende System als Sender und das Antwortsystem als Empfanger auf-
zufassen, kann in verschiedener Weise variiert werden. Die folgende Ubersicht iiber einige
wichtige Kommunikationsschemata orientiert sich an Ref. [39].3

3Fur die folgenden Namen existieren keine deutschen Bezeichnungen. Ubersetzen lassen sie sich etwa mit
chaotisches Maskieren, Chaosmodulation bzw. Chaosumtastung (in Analogie zum Begriff Phasenumta-
stung fiir engl. phase shift keying).
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Chaotic masking (CM): Hier wird das analoge Informationssignal i(t) auf das chaotische
Trégersignal x(t), welches durch das Sendersystem erzeugt wird, aufaddiert. Ist das Ampli-
tudenverhaltnis von Informations- zu Tréagersignal klein genug, so synchronisiert das iden-
tische Empfangersystem mit der urspriinglichen Dynamik des Senders. Eine Schatzung des
Informationssignals kann deshalb durch Subtraktion des durch den Empféanger gelieferten
Signals y(t) vom tbertragenen Signal x(t) + i(t) gewonnen werden [15].

Chaos modulation: Dieses Verfahren macht Gebrauch von der Aktiv-Passiv-Zerlegung.
Das skalare aktive Signal s(t) ist nun zusatzlich vom analogen Informationssignal i(t) ab-
hangig: s(t) = h(x,i). Isth bzgl. i invertierbar, so laRt sich mittelsi(t) = h—1(y,s) eine Schat-
zung des Informationssignals gewinnen [40]. Dieses Verfahren ist verwandt mit dem inverse
system approach [39].

Chaos shift keying (CSK): Dieses Verfahren dient der Ubertragung digitaler Signale. So-
wohl der Sender als auch der Empfanger bestehen im Falle bindrer Signale aus zwei unter-
schiedlichen Systemen, die eine dhnliche chaotische Dynamik besitzen (liblicherweise zwei
Realisierungen des gleichen Systems mit leicht unterschiedlichen Parametern). Je nach zu
Ubertragendem Symbol ,,0 oder ,,1* wird das Signal des ersten bzw. zweiten Systems gesen-
det. Auf der Empfangerseite wird das gesendete Signal furr beide Systeme als Kopplungs-
signal verwendet. Durch einen Vergleich der Synchronisationsfehler beider Systeme kann
entschieden werden, welches Symbol gesendet wurde [58].

Die Verschlisselung besteht bei allen Verfahren darin, dal} das Empfangersystem dem
Sendersystem entsprechen muB, damit das Informationssignal rekonstruiert werden kann.
Waihrend der Ubertragung ist das Informationssignal im Breitbandspektrum des chaotischen
Tragersignals ,,versteckt*. Es muf allerdings angemerkt werden, daB fir die meisten vorge-
schlagenen Verfahren nicht bekannt ist, wie sicher sie tatsachlich sind. Fur einige Verfah-
ren, die auf niedrigdimensionaler chaotischer Dynamik beruhen, wurden Methoden vorge-
schlagen, tibertragene Signale zu entschliisseln [63]. In neueren Arbeiten werden daher in
zunehmendem Male Systeme untersucht, die durch hochdimensionale chaotische Dynamik
gekennzeichnet sind [1, 23, 62].
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2.6 Beispiel: Gekoppelte Chuaoszillatoren

Als experimentelles Beispiel fiir die Synchronisation chaotischer Systeme dienen zwei ge-
koppelte Chuaoszillatoren [40]. In Abb. 2.3 ist der Schaltplan eines solchen Oszillators dar-
gestellt. g ist ein spannungsabhangiger Widerstand, dessen Leitwert die stiickweise lineare
Kennlinie

1
g(U) =meU +§(m1—mo)(|U +Bp|—|U —Byp)

mo(U +Bp) —myB, falls U < —By,
= m,U falls |U| <Bp, (2.13)
mo(U —Bp) +myB, falls U > B

besitzt; er ist durch eine Kombination aus Operationsverstarkern realisiert. Die dissipative
Kopplung besteht aus einem zusatzlich an dem mit (A) bezeichneten Knoten aufgepréagten
Strom der GréRe lop = (/R) (s — Ugy ) fiir das erste bzw. I = (o¢/R) (s — Ucy) filr das zweite
System. Das skalare Kopplungssignal ist fiir beide Systeme s(t) = Ucy(t), so dal? fir das
erste System I, = OA ist. Unidirektionale Kopplung wird ebenfalls mit Hilfe von Opera-
tionsverstarkern erreicht.

) L | 18mH
C.| 10nF
R c, | 100nF
R | 1.4-1.9kQ
e mo | —0.409mS
L C, C 9(V) gl —01-70586\;“5
p .
e «x | Obzw. 3.4

Abbildung 2.3: Schaltplan und Parameter der verwendeten Chuaoszillatoren. g(U)
ist der Leitwert des spannungsabhéngigen Widerstandes mit der nichtlinearen Kenn-
linie (2.13).

In Abb. 2.4 wird der Fall demonstriert, daR keine Kopplung zwischen beiden Systemen
besteht, also &« = 0 ist. In Abb. 2.4a sind zwei mit dem in Abschnitt 4.6 beschriebenen di-
gitalen Speicheroszilloskop aufgenommene Zeitreihen der Spannungen Ug; und Ugy des er-
sten bzw. zweiten Systems gezeigt; die Systeme sind nicht synchronisiert. Dies wird auch
aus Abb. 2.4 b ersichtlich, in der die Spannungen Ug; (t) und Ug; (t) gegeneinander aufgetra-
gen sind: Im Falle der Synchronisation wiirde sich wegen Uy (t) = Ucy(t) eine Diagonale
ergeben. Dies ist in Abb. 2.5b zu sehen, in der die gleiche Darstellung fiir den Fall einge-
schalteter Kopplung («x = 3.4) gezeigt ist. Die beiden Systeme synchronisieren, wie auch an
den Zeitreihen (Abb. 2.5a) zu erkennen ist.
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Abbildung2.4. Ohne Kopplung (e« = 0) synchronisieren die beiden Chuaoszillatoren

nicht.
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Abbildung 2.5: Wird die Kopplung eingeschaltet (o« = 3.4), so wird Synchronisation
beobachtet.

Die dargestellte Anordnung I4t sich nun unter Benutzung des chaos-modulation-
Schemas (siehe Abschnitt 2.5) zu Kommunikationszwecken einsetzen. Dazu wird als Kopp-
lungssignal s(t) = Ucy(t) + i(t) verwendet, wobei i(t) das zu Uibertragende Informationssi-
gnal ist. Dadurch bekommt auch der erste Chuaoszillator einen Strom Iep(t) = (x/R)i(t)
aufgepragt. Auf der Empfangerseite lait sich durch

i(t) =s(t) = Uca (1)
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eine Schatzung des Informationssignals erhalten; die Subtraktion wird wiederum mit Hilfe
von Operationsverstarkern durchgefihrt.

a
> 0.1
= i |
—~ 00r -
= . i
-0.1
0.0 0.5 1.0
t [ms]
b) 5
= i
= Or
71
-5
0 10 20
t [ms]
c) o1
= i ]
— o0} -
g A -
-0.1
0.0 0.5 1.0
t [ms]

Abbildung 2.6: Informationssignal i(t) (Abb. a), gesendetes Signal s(t) = W (t) +

i(t) (Abb. b) und rekonstruiertes Signali(t) = s(t) —Uc1(t) (Abb. c); zu beachten sind
die unterschiedlichen Achsenskalierungen.

In Abb. 2.6 ist als Beispiel die Ubertragung eines durch einen Funktionsgenerator erzeug-
ten sinusformigen Signals i(t) = igsin(2mrvt + ¢g) der Frequenz v ~ 4.7 kHz demonstriert,
die in der GroRenordnung der hoheren Frequenzen des chaotischen Tragersignals liegt. Dar-
gestellt sind i(t), das gesendete Signal s(t) und das rekonstruierte Signal i(t). Weitere Ein-
zelheiten sind in Ref. [40] zu finden.






Kapitel 3

Theorie der Halbleiterlaser

Im folgenden soll eine kurze Darstellung der Funktionsweise eines Halbleiterlasers gegeben
werden; sie orientiert sich weitgehend an Ref. [3]. Nach einer Erlauterung der grundlegen-
den Prinzipien werden die semiklassischen Lasergleichungen beschrieben, die in Kapitel 4
erweitert werden, um den EinfluR der optischen Riickkopplung durch einen externen Reso-
nator wiederzugeben.

3.1 Halbleiter als Lasermaterial

Ein Laser besteht im allgemeinen aus drei fundamentalen Komponenten: einem zur La-
dungstragerinversion geeignetem aktiven Medium, einem optischen Resonator und einer
Pumpe, die dem System von aufien Energie zufiihrt. Als aktives Medium eignen sich vie-
le Materialien, unter anderem Gase (z.B. He/Ne), nichtleitende Festkorper (z. B. Nd:YAG),
in Flussigkeiten geltste Farbstoffe und eben Halbleiter.

Strom (phys. Richtung)

aktive Schicht

P n-Schicht

p-Schicht Licht

Abbildung 3.1: Aufbau einer Heterostruktur-Laserdiode; typische Abmessungen
sind 300um x 200um x 100um, die aktive Schicht hat eine Dicke von etwa
0.2um [3].

Praktisch haben heutzutage nur sogenannte Laserdioden Bedeutung, die aus einem p-n-

Ubergang bestehen, in den eine intrinsische (undotierte) aktive Schicht eingebracht ist (siehe
Abb. 3.1). Den optischen Resonator bilden die durch Brechen an Kristallebenen geformten

21
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Randflachen der aktiven Schicht, wahrend ein von auf3en angelegter Strom als Pumpe fun-
giert.

Ein Halbleiter besitzt bei der Temperatur T = 0K ein vollstandig gefulltes Valenzband,
wahrend das nachsthohere Leitungsband unbesetzt ist; in diesem Zustand ist er nichtleitend.
Die Bandliicke zwischen beiden Béndern entspricht jedoch, im Gegensatz zu derjenigen von
Isolatoren, einem Energiebetrag Eg im thermischen Bereich (also von der GréRenordnung
kgT bei Zimmertemperatur, wobei kg die Boltzmannkonstante bezeichnet). Deshalb kon-
nen bei Erwarmung oder durch sonstige — auch optische — Energiezufuhr Elektronen in das
Leitungsband gehoben werden, so dal’ der Halbleiter leitend wird.

Die Wahrscheinlichkeit, daR ein Niveau! der Energie E mit Elektronen besetzt ist, ge-
horcht der Fermi-Dirac-Statistik [11],

-1
E—Ef : . : .
{E) [exp ( e~ ) + 1] falls E innerhalb eines Energiebandes liegt,

0 falls E in einer verbotenen Zone liegt.

Fur T = 0K sind alle Niveaus mit Energien E, die kleiner als die Fermienergie Er sind, be-
setzt, wahrend Niveaus mit E > Er unbesetzt bleiben. Bei Halbleitern liegt die Fermienergie
in der Liicke zwischen Valenz- und Leitungsband [11].

Eine Verschiebung der Fermienergie wird durch Dotierung des Halbleiters erreicht. Bei
n-Dotierung wird durch Einbau von Fremdatomen hoherer Wertigkeit in das Halbleitergit-
ter erreicht, daf sich einige Elektronen auf einem diskreten Energieniveau knapp unterhalb
der unteren Kante des Leitungsbandes befinden, so dal’ die Fermienergie angehoben wird.
Durch thermische Anregung kdnnen sie leicht in dieses hineingehoben werden und werden
dadurch zu Leitungselektronen. Umgekehrt befindet sich bei p-Dotierung ein leeres diskre-
tes Energieniveau knapp oberhalb der oberen Kante des Valenzbandes, was durch Einbau
von Fremdatomen geringerer Wertigkeit erreicht wird. Nun kdnnen Elektronen aus dem Va-
lenzband leicht auf das zusatzliche Energieniveau gehoben werden, wobei sie Locher im Va-
lenzband hinterlassen. Die Fermienergie wird in diesem Fall abgesenkt.

Werden ein p-dotierter und ein n-dotierter Halbleiter aneinandergefiigt, entsteht ein p-n-
Ubergang. Durch Diffusion gelangen Leitungselektronen von der n- zur p-Seite und Lécher
von der p- zur n-Seite. Dadurch bilden sich Elektron-Loch-Paare, die nach kurzer Zeit unter
Abgabe eines Energiebetrages rekombinieren, der gleich oder wenig groRer als die Energie-
differenz Eq zwischen der Oberkante des Valenz- und der Unterkante des Leitungsbandes ist.
Durch Elektronenmangel auf der n- und Elektroneniiberschul® auf der p-Seite entsteht ein
elektrisches Feld, das der Diffusion entgegenwirkt. Dynamisches Gleichgewicht herrscht,
wenn die Fermienergien der n- und der p-Seite einander gleichen (siehe Abb. 3.2). An der

I Niveau ist hier nicht als diskretes Energieniveau zu verstehen.
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Abbildung 3.2: Der p-n-Ubergang im thermischen Gleichgewicht; E ist die Fermi-
energie, Ey die Breite der Bandliicke.
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Abbildung 3.3: Der p-n-Ubergang mit vorwérts angelegter Spannung; B, und Egc
sind die Quasi-Fermienergien.

Grenzschicht entsteht eine Verarmungszone, in der weder Leitungselektronen noch Locher
vorhanden sind.

Wird eine duRere Spannung derart an den p-n-Ubergang angelegt, daR sie dem an der
Grenzschicht herrschenden Feld entgegenwirkt, so entsteht die in Abb. 3.3 dargestellte Si-
tuation: Die Bandkanten gleichen sich aneinander an und aus der Verarmungszone wird ei-
ne Raumladungszone, in der sowohl Leitungselektronen als auch Lécher vorhanden sind, die
unter Abgabe von Energie miteinander rekombinieren. Auf diese Weise kann ein elektrischer
Strom von der n- zur p-Seite (physikalische Richtung) flieBen. Da kein thermisches Gleich-
gewicht mehr vorliegt, existiert keine einheitliche Fermienergie mehr; stattdessen kénnen
unterschiedliche Quasi-Fermienergien fir die beiden Seiten eingefiihrt werden. Entspricht
die Bandliickenenergie Eq = hv einer Frequenz v im optischen Bereich, so kann bei der Re-
kombination ein Photon abgegeben werden, sofern direkte Halbleiter vorhanden sind [11].
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3.2 Funktionsweise einer Laserdiode

Stimulierte Emission und Absorption treten im Halbleiter ebenfalls wie in jedem anderen
Material auf. Im Falle der Absorption wird unter Vernichtung eines Photons ein Elektron-
Loch-Paar erzeugt; dieser Prozel3 Uiberwiegt fiir kleine Pumpstréme bei weitem die stimulier-
te Emission, da nur in einem sehr schmalen Bereich Rekombination maoglich ist. Erhéhung
des Pumpstroms verbreitert diesen Bereich, so daB ab einem gewissen Schwellwert optische
Transparenz erreicht wird. Erhoht man den Pumpstrom nun noch weiter, so iberwiegt die
stimulierte Emission die Absorption, es wird optischer Gewinn erzielt, und Lasertétigkeit
setzt ein.

Die ersten Laserdioden, die tatsachlich als Homostruktur realisiert wurden (also mit nur
einem Halbleitermaterial), bendtigten zum Erreichen der Lasertéatigkeit Stromdichten von
etlichen kA/cm?, die nur bei tiefen Temperaturen zu verwirklichen waren. Dies ist durch
die &ulerst geringe Breite (~ 0.01um) der Raumladungszone bedingt. Abhilfe schafft eine
Doppelheterostruktur, bei der zwischen p- und n-Material eine ~ 0.2 um breite Schicht eines
Halbleitermaterials mit kleinerer Bandliicke, aber gleicher Kristallstruktur, eingefligt wird.
Dies sorgt bei vorwaérts angelegter Spannung fur eine breitere Raumladungszone (aktive Zo-
ne, Abb. 3.4), wodurch Laserdioden ermdoglicht werden, die bei Raumtemperatur mit klei-
nem Pumpstrom (typischerweise 10-100 mA) arbeiten. Da der Brechungsindex von Halb-
leitern mit abnehmender Bandliicke wéchst, wirkt die Heterostruktur zugleich als optischer
Wellenleiter.

Elektronen Leitunngand
S
|
A=
hv
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, V00000000
Ldcher
Valenzband
p aktive Zone n

Abbildung 3.4: Heterostruktur mit vorwarts angelegter Spannung.

Wie bereits erwahnt, bilden die durch Brechen an Kristallebenen entstandenen Facetten
des Halbleitermaterials die Spiegel des optischen Resonators. Die Fresnelschen Formeln lie-
fern bei senkrechtem Lichteinfall fiir die Reflektivitat

n—1\2
R=[——] . A
(+51) @
Mit einem Wert n = 3.5 fiir den Brechungsindex von GaAs ergibt sich eine Reflektivitat R ~
0.309, ein im Vergleich zu anderen Lasern sehr geringer Wert [81].
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Auf weitere Feinheiten, wie z.B. Gewinn- bzw. Indexfiihrung, oder Sonderformen, wie
z.B. Quantenfilmlaser oder Laserdioden mit integriertem Gitter, soll hier nicht eingegangen
werden. Einzelheiten sind beispielsweise Ref. [3] zu entnehmen.

3.3 Die semiklassischen Lasergleichungen

Ein Differentialgleichungssystem zur Beschreibung der Laserdynamik 1a8t sich auf unter-
schiedliche Weise gewinnen. Mit zunehmender Detailliertheit der Beschreibung ergeben
sich die Bilanzgleichungen, die semiklassischen und die quantenmechanischen Laserglei-
chungen [25].

Bilanzgleichungen?: Sie werden aus einer Betrachtung der Vernichtungs- und Erzeugungs-
raten fir Photonen gewonnen und erlauben es beispielsweise, Relaxationsoszillationen und
durch Modulation der Pumpe verursachte Intensitatsschwankungen zu beschreiben, versa-
gen jedoch, sobald es um Phasenbeziehungen geht.

Semiklassische Gleichungen: Zu ihrer Herleitung wird aus den klassischen Maxwellglei-
chungen eine Wellengleichung zur Beschreibung der elektrischen Feldstarke gewonnen,
wahrend eine quantenmechanische Beschreibung des verstarkenden Mediums Differential-
gleichungen fur die elektrische Polarisation und die Inversion liefert.

Uber drei Naherungen wird das System aus einer partiellen und zwei gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen in ein System aus zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen umgewan-
delt: Die komplexe Feldgleichung fur die elektrische Feldstérke und die reelle Materialglei-
chung fir die Ladungstragerinversion. Die durchgefiihrten N&herungen sind:

e Slowly-varying-amplitude-Naherung (SVAA, dt. langsam variierende Amplitude), fur
die davon ausgegangen wird, daR die zeitlichen Anderungen der Amplitude des Licht-
feldes sehr langsam im Vergleich zur Lichtfrequenz sind;

e Rotating-wave-Naherung (RWA, dt. rotierende Welle), fur die angenommen wird, daf3
die Polarisation und die Inversion nur von verallgemeinerten Kréften beeinfluf3t wer-
den, denen sie auch folgen konnen;

¢ Adiabatische Elimination der Polarisation, fur die berticksichtigt wird, dal3 die Relaxa-
tionsrate der Polarisation fur Halbleiterlaser sehr viel groRer ist als die Relaxationsrate
der elektrischen Feldstarke bzw. der Inversion.

Durch die semiklassischen Lasergleichungen kénnen auch Phanomene wie die Wechselwir-
kung zwischen verschiedenen Moden oder mit von aufRen injizierten Lichtfeldern beschrie-
ben werden, nicht jedoch der EinfluR der spontanen Emission.

2Haufig findet auch die Bezeichnung Ratengleichungen Verwendung; in der englischsprachigen Literatur
werden die semiklassischen Lasergleichungen jedoch ebenfalls als rate equations bezeichnet.
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Quantenmechanische Gleichungen: Wird auch das Lichtfeld quantisiert, so lassen sich
zusétzlich spontane Emission und der Ubergang vom Laser- zum gewdhnlichen Lampen-
licht beschreiben.

Da der EinfluR der Wechselwirkung des Laserlichtfeldes mit dem Lichtfeld in einem ex-
ternen Resonator fur das in dieser Arbeit behandelte System von entscheidender Bedeutung
ist, werden im folgenden stets die semiklassischen Gleichungen zugrunde gelegt; die spon-
tane Emission kann durch einen phanomenologischen Ansatz beriicksichtigt werden (siehe
Abschnitt 3.6). Die Gleichungen sollen hier nicht hergeleitet werden, stattdessen werden ei-
nige interessante Aspekte beleuchtet, insbesondere solche, die spezifisch fiir Halbleiterlaser
sind. Die Beschreibung orientiert sich dabei, soweit nicht anders vermerkt, an den Referen-
zen [3, 81], die auch Herleitungen der semiklassischen Gleichungen enthalten.

Mit den fur Halbleiterlaser tiblichen Bezeichnungen ergeben sich die folgenden zwei Dif-
ferentialgleichungen fiir die komplexe elektrische Feldstérke E(t) einer longitudinalen La-
sermode und die Besetzungszahl N(t) des Leitungsbandes an einem festen Ort innerhalb des
Lasers:

%E(t): {iw(N)+%[G(N)—F]}E(t), (3.2)

d 2

SN == YN[ —GN)E(D) (33)

Dabei bezeichnen I" die Verlustrate der Photonen (inklusive aller Resonatorverluste), y die
Verlustrate der Ladungstrager im Leitungsband, G(N) den optischen Gewinn pro Zeiteinheit,
w(N) die Kreisfrequenz der Lichtwelle und J den Pumpstrom in Elektronen pro Sekunde,
so daB Je (mit der Elementarladung e) den Pumpstrom in Ampere ergibt. Die elektrische
Feldstérke E(t) wird allgemein derart normiert, daB P(t) = |E(t)|* die Anzahl der Photonen
ist, die zum Zeitpunktt an einer Stelle des Resonators zur betrachteten Lasermode beitragen;
die Photonenzahl ist proportional zur Intensitét.

Die Abhéngigkeit des optischen Gewinns G(N) und der Kreisfrequenz «w(N) von der La-
dungstrdgerzahl N(t) verdient eine kurze Erklarung. Die Wechselwirkung zwischen Licht-
feld und Materie wird durch die frequenzabhangige komplexe Suszeptibilitat

X(w) = x'(w) +ix"(w) (3.4)

beschrieben, wobei x’ und x” reell sind. Werden nichtlineare Effekte vernachlassigt, was
bei den in Halbleiterlasern auftretenden Intensitdten legitim ist, so kann die Suszeptibilitat
als lineare Ubertragungsfunktion zwischen der elektrischen Feldstérke E () und der elek-
trischen Polarisation P (w) angesehen werden [3],

Pei () = £0x (w)E(w), (3.5)
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mit der elektrischen Feldkonstante &.

Reale lineare Systeme sind kausal, so da3 Real- und Imaginérteil der Suszeptibilitét tiber
die Kramers-Kronig-Relationen verkniipft sind [50]. Da die optische Weglange von x’ und
der optische Gewinn von x” abhangen, ergibt sich eine Kopplung zwischen diesen beiden
Grolen. In der weiteren Betrachtung wird angenommen, dal? sich die Ladungstragerzahl nur
wenig dndert, so daR fur den Brechungsindex und den optischen Gewinn lineare Abhangig-
keiten von der Ladungstragerzahl angenommen werden. Die Kopplung wird im allgemeinen
Uber einen konstanten Faktor

x//oN

berticksichtigt, der als LinienbreitenvergroRerungsfaktor, «-Faktor oder auch Henry’s « be-
zeichnet wird (nach C. H. HENRY, der die Bedeutung dieses Faktors fiir die Erklarung der
grolRen Linienbreite von Halbleiterlasern erkannt hat [32]). Aus der Abhangigkeit der Licht-
frequenz von der optischen Weglange ergibt sich

dw/dN

X=25G N

(3.7)
Im Gegensatz zu anderen Lasern, bei denen der «x-Faktor vernachldssigbar klein ist, besit-
zen Halbleiterlaser einen «-Faktor in der GrolRenordnung 2 bis 6. Dies liegt darin begriindet,
daR die Ubergange zwischen kontinuierlichen Béndern —im Gegensatz zu diskreten Energie-
niveaus bei anderen Lasern — stattfinden, was zu einer Asymmetrie der Gewinnfunktion in
Abhéangigkeit von der Lichtfrequenz fiihrt [81]. Der Zusammenhang zwischen dem x-Faktor
und der Linienbreite von Halbleiterlasern wird in Abschnitt 3.6 erldutert.

Die Gewinnfunktion G(N) wird um die Transparenzladungstrdgerzahl Ny linearisiert.
Transparenz liegt vor, wenn der optische Gewinn null ist, da in diesem Fall die mittlere Pho-
tonenzahl im Medium konstant bleibt. Also folgt

G(N) = Gn[N(t) = Nu], (3.8)

wobei Gy als differentieller optischer Gewinn bezeichnet wird.
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3.4 Fixpunkte und deren Stabilitat
Die komplexe elektrische Feldstérke 1Rt sich schreiben als
E(t) = Eg(t)e!lwN)tHo], (3.9)

Im folgenden sollen Fixpunkte P® und N® der Photonenzahl P(t) = E(t)E*(t) = E2(t) und
der Ladungstrdgerzahl N(t) untersucht werden; E* bezeichnet die zu E konjugiert komple-
xe Zahl. Eine konstante Photonenzahl entspricht einer Dauerstrichlésung (engl. continuous
wave, Cw)

EV(t) = E(S)ei[w(Ns)tJrqbo} (3.10)

mit konstanter Kreisfrequenz «(N®) und E§ = /PS.

Eine Differentialgleichung fiir die Photonenzahl ergibt sich durch Einsetzen von (3.2) so-
wie der entsprechenden komplex konjugierten Gleichung in die Ableitung
EP(t) = E*(t)EE(t) -+ E(t)gE*(t) (3.11)
a dt dt ’ '
so daf3, unter Hinzunahme von (3.3), die Fixpunkte des folgenden zweidimensionalen Sy-
stems reeller Differentialgleichungen,

%P(t) = [G(N) —TIP(t), (3.12)
%N(t) = J—yN(t) = G(N)P(t), (3.13)

zu untersuchen sind. Anzumerken ist, dal die semiklassischen Lasergleichungen bei Be-
trachtung der Photonenzahl P(t) in die Bilanzgleichungen tibergehen, da die Phase der elek-
trischen Feldstérke aus den Gleichungen verschwindet. Als Fixpunkte ergeben sich

J—yNS r
= Y2 NSZ——FNtr-
Gn

Eine lineare Stabilitétsanalyse (siehe Anhang A) ergibt, daR der Fixpunkt (P}, N3) fiir J < Ji,
mit

r
Jn=y (G—N + Ntr> (3.14)
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ein stabiler Knoten ist, wéhrend er fur J > Jy zum (instabilen) Sattel wird. Der zweite Fix-
punkt (P5,N3) dagegen ist fiir J < Jy, ein Sattel und wird fiir J > Jy, stabil; je nach GroRe von
J, I und y handelt es sich dann entweder um einen stabilen Knoten oder um einen stabilen
Fokus.

Das Verhalten des Lasers ist also abhangig von der Gro3e des Pumpstroms J. Ist er kleiner
als der Schwellstrom (engl. threshold current) Ji, baut sich kein Lichtfeld auf, mit wachsen-
dem Strom steigt jedoch die Zahl der Ladungstrager im oberen Niveau; ist er groRer als der
Schwellstrom, wachst die Photonenzahl proportional mit dem Strom, wéhrend die Ladungs-
tragerzahl des oberen Niveaus konstant bleibt. Diese Ladungstragerzahl des einzelnen (engl.
solitary) Lasers wird im folgenden mit

r
Nsol = Gu + Nir (3.15)
N

bezeichnet. Mit den in Tab. 3.1 angegebenen typischen Parametern liefert Gl. (3.14)
einen Schwellstrom von &~ 25mA. Eine experimentell gemessene Intensitats-Pumpstrom-
Kennlinie ist in Abb. 4.14 dargestellt. Handelt es sich bei dem zweiten Fixpunkt um einen

0 1 2
Zeit t [ns]

Abbildung 3.5: Einschwingvorgang und Relaxationsoszillationen der Photonenzahl

P(t) und der Ladungstrdagerzahl N(t) (Ergebnisse der numerischen Simulation).

Fokus, werden beim Einschalten des Lasers exponentiell abklingende Relaxationsoszilla-
tionen beobachtet. Abbildung 3.5 zeigt den Einschwingvorgang eines Lasers, der zur Zeit
t = 0s mit einem Pumpstrom der GroRe J = 1.5Jy, eingeschaltet wird; dafiir wurden die Dif-
ferentialgleichungen (3.12) und (3.13) mittels einer Runge-Kutta-Fehlberg-Routine [67] in-
tegriert, es wurden die in Tab. 3.1 angegebenen, fiir Halbleiterlaser typischen Parameter ver-
wendet. Nach Gleichung (A.10) ergibt sich mit den verwendeten Parametern eine Relaxati-
onsfrequenz von v, =~ 6.5 GHz, die auch die numerische Simulation liefert (siehe Abb. 3.5).
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2.142 x 10*s~1 | differentieller optischer Gewinn
1.54 % 108 Transparenzladungstragerzahl
0.357ps™? Photonenverlustrate
0.909ns~1 Ladungstragerverlustrate

2.32 x 1051 | pumpstrom

c<~Z9

Tabelle3.1: Fur die numerische Berechnung der Relaxationsoszillationen verwende-
te Parameter, aus Referenz [82].

3.5 Aufspalten der Feldgleichung

Nun sollen wieder die semiklassischen Gleichungen (3.2) und (3.3) betrachtet werden. Fir
die folgenden Betrachtungen wird es sich als zweckmaRig erweisen, die komplexe Glei-
chung (3.2) in zwei reelle Gleichungen aufzuspalten. Dabei wird die elektrische Feldstarke
in der Form

E(t) = Eq(t)e'lwot+o ()] (3.16)
geschrieben, wobei
wo = @ (Nso1) (3.17)

die Kreisfrequenz der elektrischen Feldstérke im Gleichgewichtszustand bezeichnet, wah-
rend ¢(t) ein sich im Vergleich zu wqt langsam &ndernder Phasenanteil ist. Eine weitere
Vereinfachung bringt der Ubergang von der Besetzungszahl N(t) des oberen Niveaus zur
Differenz

n(t) =N(t) —Nsol- (3.18)

Die bisher noch nicht ndher behandelte Kreisfrequenz «w(N) wird nun um Ny linearisiert;
unter Benutzung der Beziehung (3.7) fiir den «-Faktor ergibt sich
1
w(N) = wo + 5 XGN[N(t) — Nsol] (3.19)

Ferner liefert die linearisierte Gleichung (3.8) fiir den optischen Gewinn unter Benutzung
von (3.15)

G(n+Ngo) =T +Gnn(t). (3.20)

Mit diesen Bezeichnungen und Beziehungen ergibt sich aus (3.2) und (3.3) das Differential-
gleichungssystem

d . 1 1
aE(t) = {I {wo+§(xGNn(t)] +§GNn(t)}E(t), (3.21)

"0 = (p—1)In—yn(t) — [+ Gun(O] ED)I, (322)
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wobei p = J/Jy, das Verhdltnis von Pump- zu Schwellstrom darstellt. Ableiten des Aus-
drucks (3.16) liefert

C?tE(t) {:t Eq (t)] ellwot+eM] 1 j [wo + %4)(0} E(t), (3.23)

Gleichsetzen mit (3.21) und Aufspalten in Real- und Imaginérteil liefert je eine Differential-
gleichung fiir die Amplitude und die sich langsam &ndernde Phase von E(t). Zusammen mit
der Materialgleichung (3.22) ergibt sich also ein System von drei reellen Differentialglei-
chungen,

(;jt Bo(t) = ;GN”( DEo(), (3.24)
_‘l’()_% Gn(t)., (3.25)
%() (p—1)dn — yn(t) — [T + Gnn (D) EG(1). (3.26)

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, sind Relaxationsoszillationen einer einzelnen
Laserdiode stets gedampft, klingen also mit der Zeit ab. Das Differentialgleichungssystem
(3.24), (3.25) und (3.26) ist daher, obwohl dreidimensional, nicht in der Lage, chaotische Dy-
namik hervorzubringen. Die Phase ¢ (t) taucht in den beiden Gleichungen fiir Ey(t) und n(t)
nicht auf. Ihre Anderung ist proportional zu n(t) und verschwindet daher, wenn der Gleich-
gewichtswert n® = 0 erreicht ist.

Die Situation @ndert sich jedoch, wenn die Dynamik der Laserdiode von auf3en beein-
flult wird. Eine Moglichkeit dazu ist, die Amplitude des Pumpstroms zu modulieren. Die
Dynamik 1&Bt sich durch die Bilanzgleichungen beschreiben, durch Anregung von Relaxa-
tionsoszillationen treten Periodenverdopplungen und Chaos auf [45]. Wahrend Periodenver-
dopplungen experimentell beobachtet wurden [13, 74], war es bisher noch nicht moglich, mit
pumpstrommodulierten Laserdioden experimentell in das chaotische Regime vorzudringen.

Eine weitere Moglichkeit, die Dynamik zu beeinflussen, ist die Injektion kohdrenten
Lichtes in die Laserdiode. Wegen der geringen Facettenreflektivitdten und der starken
Amplituden-Phasen-Kopplung (bedingt durch den hohen Wert des «-Faktors) reagieren La-
serdioden sehr empfindlich auf derartige duf3ere Einfliisse. Dies &Rt sich nutzen, indem Licht
einer Laserdiode geringer Linienbreite in eine (evtl. mehrmodige) Laserdiode hoherer Lini-
enbreite injiziert wird. Bei nicht zu groRem Frequenzunterschied kann Frequenzmitnahme
erreicht werden, so daR die Linienbreite der getriebenen auf den Wert der treibenden La-
serdiode verringert und unerwiinschte Nebenmoden unterdriickt werden. In diesem Zusam-
menhang wird von Injektionsstabilisierung gesprochen, Anwendungen existieren z. B. in der
Spektroskopie [70]. Seit einiger Zeit ist bekannt, daB bei Erhdhung des Frequenzunterschie-
des zwischen beiden Laserdioden oder der Amplitude des injizierten Signals Periodenver-
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dopplungen und Chaos auftreten konnen; derartige Phanomene sind Gegenstand theoreti-
scher und experimenteller Untersuchungen [6, 74, 42].

Optische Riickkopplung durch einen externen Resonator stellt eine dritte Moglichkeit &u-
Rerer Beeinflussung dar. Eine detaillierte Behandlung der Dynamik solcher Systeme findet
sich in Kapitel 4.

3.6 Spontane Emission und Linienbreite

Wurde bisher der EinfluR der spontanen Emission géanzlich vernachlassigt, soll er nun tber
Langevinkrafte in den semiklassischen Lasergleichungen berlicksichtigt werden. Die Dar-
stellung orientiert sich an Ref. [32]. Das komplexe elektrische Feld einer Mode an einer Stel-
le des Resonators wird durch

E(t) = \/P(t)ellwot (V)]

beschrieben, wobei P(t) die momentane Photonenzahl ist. Der spontanen Emission eines
Photons zum Zeitpunkt t; entspricht ein komplexes elektrisches Feld

Esp(ti) — glf(t)

mit Betrag 1 (dies entspricht einer Photonenzahl |Esp(ti)|? = 1) und zufélliger Phase 6(t).
Fiir die Lasergleichungen werden nun die Anderungen AP(t;) und A¢(t;) der Photonenzahl
und der Phase von E(t) benotigt (siehe Abb. 3.6). Zuféllige Schwankungen der Ladungs-
tragerzahl n(t) sind nur bei Halbleiterlasern mit sehr geringen Schwellstrémen von Bedeu-
tung [81].

Im(E) &
)
/P+AP -
A"
\ 0

R;(E)

Abbildung3.6: Anderung von Phase und Amplitude der elektrischen Feldstérke E (t)
durch spontane Emission.

Aus dem Sinussatz ergibt sich (mit P(t) > 1)

206) ~ 22 ((tt; , (3.27)
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aus dem Kosinussatz folgt

AP(t)) = 1+2+/P(t;) cos O(t;) . (3.28)
Somit folgt fur die Fluktuationen der Phase
sin O (t;

Adp(t) 25 (t—1t) P((t.)) (3.29)

und fiir die Fluktuationen der Intensitat
= ;5(t—ti) +Rp(t), (3.30)
mit Fp(t) =Y 5(t—1t)2/P(t)coso(ti). (3.31)

i

Mit der mittleren Rate der spontanen Emission,

li L Td
R= |mf/0 t;6(t—ti),

T—eo
folgt (A (1))t = (Fp(t))t =0, (AP(t))t = Rund (Fp(t))t = O; dabei bezeichnet (-); zeitliche
Mittelung. Ferner folgt
R

(Fa()Fp(t))r = s(t—t), (3.32)
2(P(t))t

(Fr(OFp(t))t = 2R(P(t))15(t ~ 1), (3.33)

(Fp(t)Fg ()t =0. (3.34)

ZufallsgroRRen der Form Fp(t) und Fy (t) mit diesen Eigenschaften werden als Langevinkréfte
bezeichnet. Unter der Annahme, dal3 die Ereignisse der spontanen Emission einzelner Pho-
tonen statistisch unabhdngig voneinander sind, sind Fp (t) und Fg (t) normalverteilt. Die Rate
der spontanen Emission kann durch

R =CspyN(t) (3.35)
ausgedriickt werden, mit einem typischen Wert Csp = 10° fiir den Faktor der spontanen
Emission [81].

Aus den Differentialgleichungen (3.12) und (3.25) ergeben sich also die stochastischen
Differentialgleichungen

d
ap(t)

()= SaGun(t) +Fy(t). (337)

= GuN(t)P(t) + R+ Fp(t) | (3.36)
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Wegen
d d_, d
P = FES(D) = 2E0(t) L Eo(t)
ergibt sich als Differentialgleichung der Amplitude des elektrischen Feldes
d 1 R Fp(t)
an(t) = EGNn(t)Eo(t) + 2Eo () + 2Eo() (3.38)

Spontane Emission beeinfluf3t die Linienbreite einer Laserdiode in zweierlei Weise: Zum
einen bewirken die abrupten Anderungen A¢(t;) der Phase eine Aufweitung der Frequenz
w(t) = d¢(t)/dt. Dieser Effekt reicht jedoch nicht aus, um die Linienbreite von Halb-
leiterlasern zu erkldren, die deutlich groRer ist als die anderer Lasertypen (typische Werte
fir Halbleiterlaser liegen im Bereich 10-100MHz [3]). HENRY fand die Erklarung in der
Amplituden-Phasen-Kopplung tber den in Abschnitt 3.3 eingefiihrten «-Faktor: Eine ab-
rupte Anderung AP(t;) der Intensitét fiihrt zu Relaxationsoszillationen, durch die der Gleich-
gewichtszustand wiederhergestellt wird. Die damit verbundene Oszillation der Ladungstra-
gerzahl sorgt fiir eine Anderung des optischen Gewinns, mit der wegen (3.7) eine Anderung
der Lichtfrequenz verbunden ist [32]. Dieser Mechanismus, der schon vor HENRY bekannt
war, fiihrt zu einem Faktor (1 + «)? in der Formel fur die Linienbreite. Bei anderen Laser-
typen ist « ~ 0; diese Tatsache fiihrte dazu, dal3 der Wert des «-Faktors bei Halbleiterlasern
lange unterschatzt wurde [32].



Kapitel 4

Halbleiterlaser mit externem Resonator

Seit einigen Jahren sind Laserdioden mit externen optischen Resonatoren Gegenstand in-
tensiver Untersuchungen [81]. Abbildung 4.1 zeigt schematisch den Aufbau eines solchen
Systems: Von der Laserdiode emittiertes Licht wird an einem Spiegel so reflektiert, daB ein
Teil des Lichtes zeitverzogert wieder in den Laserresonator gelangt. Durch die im Vergleich
mit anderen Lasertypen recht geringe Facettenreflektivitat stellt eine Laserdiode ein verhalt-
nismaliig offenes System dar, das empfindlich auf derartige Einfllsse reagiert. Das starke
Interesse an Laserdioden mit externen optischen Resonatoren laRt sich auf zwei Arten er-
klaren: Einerseits treten physikalisch interessante Phdanomene wie dynamische Instabilitéten
und Anderungen der spektralen Eigenschaften auf, die zu einem groRen Teil noch unverstan-
den sind. Andererseits spielen optische Riickkopplungen, z. B. durch Reflexionen an Glasfa-
serenden oder CD-Beschichtungen, in technischen Anwendungen von Laserdioden eine Rol-
le. Dort sind Intensitéatsfluktuationen und VergroRerungen der Linienbreite oftmals dul3erst
storend, so daR nach Methoden gesucht wird, derartige Effekte zu vermeiden [24]. Weiter-
hin lassen sich durch kontrollierte Rlickkopplung mit einem optischen Gitter die Linienbreite
von Laserdioden verringern und die Wellenldnge des emittierten Lichtes beeinflussen; dies
wird beispielsweise in der Spektroskopie ausgenutzt [70].

_———— Iext

NANNNNNN

Laserdiode Spiegel

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung einer Laserdiode mit externem optischen
Resonator.

Durch die Wechselwirkung des elektrischen Feldes in der Laserdiode mit dem Feld im ex-
ternen Resonator ergeben sich sogenannte externe Resonatormoden, die einer konstruktiven
Uberlagerung beider Felder entsprechen. Dieser Ausdruck darf nicht dahingehend miRver-
standen werden, daB es sich um Eigenmoden des externen Resonators handelt: Die Wech-
selwirkung beider Felder ist entscheidend. Auf die externen Resonatormoden und ihre Sta-
bilitatseigenschaften wird in Abschnitt 4.3 eingegangen.

35
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In Abhangigkeit vom Intensitéatsanteil p des emittierten Lichtes, der wieder in den Laser-
resonator injiziert wird und dort zu einer Lasermode beitragt, lassen sich finf Bereiche un-
terschiedlicher Dynamik unterscheiden [81]:

I. (p < —70dB) Es existiert nur eine externe Resonatormode; in diesem Bereich kann
eine Verringerung der Linienbreite der Laserdiode erreicht werden.

Il. (—70dB < p < —45dB) Es existieren mehrere externe Resonatormoden, zwischen de-
nen das System durch Rauschen bedingt hin- und herspringt.

I11. Dieser Bereich zwischen den Bereichen Il und IV existiert nur in DFB-Lasern (engl.
distributed feedback, siehe z. B. [3]); das System emittiert auf einer stabilen externen
Resonatormode.

IV. (—45dB < p < —10dB) Durch Anregung von Relaxationsoszillationen findet eine
sehr starke VergroBerung der Linienbreite auf bis zu 25 GHz statt. In diesem Bereich,
der auch als Kohé&renzkollaps bezeichnet wird [46], wurden experimentell chaotische
Attraktoren gefunden [75, 54].

V. (p > —10dB) Dieser Bereich wird tblicherweise nur bei Laserdioden mit Antireflex-
beschichtung erreicht und ist durch stabile Emission auf einer Mode gekennzeichnet.

Anzumerken ist, daB die Grenzen zwischen den Bereichen aufer vom Lasertyp stark vom
angelegten Pumpstrom abhangig sind.

4.1 Low Frequency Fluctuations

Ein besonders auffalliges Phdnomen, das spater noch im Detail untersucht wird (siehe Ab-
schnitt 4.4), tritt fir Pumpstrome um den Schwellwert und mittlere Anteile p des zuriickge-
koppelten Lichtes auf: In unregelmaBigen Abstdnden von einigen zehn bis hundert Nano-
sekunden bricht die emittierte Intensitat abrupt zusammen, um anschliefend langsam wie-
der ihren alten Wert zu erreichen. Abbildung 4.2 zeigt eine experimentell aufgenommene
Zeitreihe, an der diese sogenannten low frequency fluctuations (LFF, dt. niedrigfrequente
Fluktuationen) zu beobachten sind; auf den experimentellen Aufbau wird in Abschnitt 4.6
eingegangen. Niedrig sind die dabei auftretenden Frequenzen im MHz-Bereich verglichen
mit denen der Relaxationsoszillationen, die typischerweise einige GHz betragen. Dieses
Ph&nomen ist in den letzten Jahren sehr kontrovers diskutiert worden. Die zentrale Frage
lautet bis heute: Ist die Dynamik der LFF hauptsachlich stochastischen Ursprungs, oder liegt
ihr ein Determinismus zugrunde?
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Abbildung 4.2: Experimentell mit Hilfe von Photodiode und digitalem Speicheros-
zilloskop aufgenommene Zeitreihe, an der low frequency fluctuations (LFF) zu beob-
achten sind. Aufgetragen ist die Intensitdt P(t) in Abhé&ngigkeit von der Zeit t.

Die kurzen Zeitskalen im GHz-Bereich, auf denen die Dynamik stattfindet, erschweren
eine direkte Analyse der gemessenen Signale, etwa mit Methoden der nichtlinearen Zeitrei-
henanalyse [38]. Stattdessen werden die MeRdaten tiblicherweise mit Ergebnissen von Mo-
dellrechnungen verglichen. Eine am Experiment Uberprifbare Vorhersage von Modellen ist
beispielsweise die Verteilung der zeitlichen Abstdnde zweier aufeinanderfolgender Intensi-
tatseinbriiche. Eine wichtige Rolle in nahezu allen Erklarungsversuchen spielen die Lang-
Kobayashi-Modellgleichungen, die im folgenden Abschnitt beschrieben werden, sowie die
externen Resonatormoden, auf die in Abschnitt 4.3 eingegangen wird.

Die Vertreter stochastischer Modelle betonen die Wichtigkeit von Rauschtermen in die-
sen Gleichungen, etwa den in Abschnitt 3.6 eingefiihrten zur Beschreibung der spontanen
Emission. HENRY und KAZARINOV gingen davon aus, dall das System auf einer stabilen
externen Resonatormode emittiert, aus deren Einzugsbereich es jedoch durch Rauschen hin-
ausbefordert werden kann, wodurch es zum Intensitatseinbruch kommt [31, 33]. M@RK et
al. erklarten die LFF durch Ubergénge zwischen zwei bistabilen Zustanden hoher bzw. nied-
riger Intensitat [53, 80].

Im Gegensatz dazu stehen die Vertreter deterministischer Ansatze. In einer Arbeitvon SA-
CHER et al. wurde von experimentellen MeRergebnissen auf das Vorhandensein einer Typ-
I1-Intermittenz geschlossen [75]. SANO ging von rein deterministischen Modellgleichungen
aus und erklarte die Intensitatseinbriiche als kriseninduzierte Phanomene [76, 82]. Vorher-
sagen dieses Modells, das in Abschnitt 4.4 ndher beschrieben wird, konnten experimentell
verifiziert werden [21, 20].
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4.2 Die Lang-Kobayashi-Modellgleichungen

LANG und KoBAYASHI bestimmten 1980 Modellgleichungen fiir den Halbleiterlaser mit ex-
ternem Resonator [43], die auch heute noch als geeignete Beschreibung der Dynamik einer
longitudinalen Lasermode bei nicht zu starker Riickkopplung gelten [54, 3, 81].

In der folgenden Herleitung, die sich an Referenz [81] orientiert, wird die spontane Emis-
sion zunachst wieder vernachlassigt. Die Reflektivitat der dem externen Resonator zuge-
wandten Laserfacette sei Ry, die des externen Resonatorspiegels Rext, wobei jeweils das
Verhaltnis von eingestrahlter zu reflektierter Intensitat gemeint ist (siehe Abb. 4.3). Alle son-
stigen Verluste im externen Resonator seien in Rext berticksichtigt. Die Umlaufzeit in einem
externen Resonator der Lange lex;: betrégt T = 2lext/c, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit be-
zeichnet. Ist E¢(t) die elektrische Feldstéarke einer in der Laserdiode umlaufenden Welle
direkt nach der Reflexion an der Facette, so ist

die Feldstérke im externen Resonator direkt nach dem Durchgang durch die Facette (siehe
Abb. 4.3). Nach Reflexion und Wiedereintritt in die Laserdiode besteht an der rechten Fa-
cette ein zusatzliches Feld

Eext(t) = (1— Rfac)’ / E%::Eref(t - 7). (4.1)

Mehrfache Reflexionen im externen Resonator werden im Lang-Kobayashi-Modell vernach-
lassigt. Dies wird durch die Beschrankung auf den Fall schwacher Riickkopplung gerecht-
fertigt.

Al

|- lext

Eref éj Etr
Eext
Rfac Rext
Laserdiode externer Resonator

Abbildung 4.3: Zur Veranschaulichung der Herleitung von GI. (4.1).

Wird eine im Resonator der Laserdiode laufende Wellenfront der Umlaufperiode T, be-
trachtet, so folgt fur die Riickkopplungsrate

K= 1~ Rfac @ (4.2)
Tin Rfac
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Der Zusammenhang mit dem am Anfang dieses Kapitels definierten zuriickgekoppelten In-
tensititsanteil ist p = (kTiy)2. Als modifizierte Differentialgleichung fir E(t) l4Bt sich mit
(3.2) schlieBlich

%E(t): {iw(N)+%[G(N)—F]}E(t)+KE(t—T) (4.3)

formulieren [3, 81]. Dabei handelt es sich um eine Delaydifferentialgleichung (siehe Ab-
schnitt 2.3).

Auch Gl. (4.3) lait sich gemaR der in Abschnitt 3.5 durchgefiihrten Prozedur in zwei reelle
Differentialgleichungen aufspalten. Unter Benutzung von

E(t—7) = Eo(t— ) exp{ifwo(t— 1) + ¢t — 1)}
= Eo(t—7)exp{—i[woT + p(t) — p(t—T) ] Jexp{ifwot + p(1)]}  (4.4)

und der Eulerschen Formel ergibt sich zusammen mit der unveranderten GlI. (3.26) und unter
Einbeziehung der mittleren Rate der spontanen Emission (siehe Abschnitt 3.6, die Zufalls-
terme Fp und Fy werden nicht beriicksichtigt) ein dreidimensionales Delaydifferentialglei-
chungssystem mit zwei zeitverzogerten Variablen, Eg und ¢:

%Eo (t) = %GNn(t)Eo(t) + KEo(t — T) COS[on + r](t)] + Csp)’[zné?(:)‘ NSOI] , (4.5)
d 1 Eo(t—7) .
GO = Eo(GNn(t)—KOEOWSIH[U)Othn(t)], (4.6)
S1t) = (p- 13— yn(t) - [ + Gun(JEZ(). @1)
wobei

n(t) = o(t) - p(t—7)

die Phasendifferenz zwischen momentaner und durch den externen Resonator zeitverzoger-
ter Feldstérke bezeichnet.

4.3 Fixpunkte

Im folgenden sollen die Fixpunkte einer Laserdiode mit externem Resonator untersucht wer-
den, dasie in Kapitel 5 noch eine Rolle spielen werden. Dabei wird der Einfluf3 der spontanen
Emission vernachlassigt (Csp = 0s~1). Gesucht sind Dauerstrich-(cw-)Ldsungen mit

EOW(1) — ESellet+ ol (4.8)
n(t)=n’, (4.9)
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wobei die Kreisfrequenz w® von dem Wert wq der einfachen Laserdiode ohne externen Re-
sonator abweichen kann. Wegen w®t 4+ ¢pg = wot + ¢(t) folgt

$(t) = Awt+ ¢y (4.10)
mit Aw = w® — wq, Woraus sich wiederum
n(t)=Awt—Aw(t— 1) = AwT (4.11)

ergibt. Die konstante Phasendifferenz n® = AwT ist also proportional zur Abweichung der
Lichtkreisfrequenz vom Wert der einfachen Laserdiode, wahrend sich die Phase ¢ (t) gemal
(4.10) mit der Zeit andert.

Einsetzen von Eq(t) = E§, n(t) = n® und n(t) = n® in (4.5) liefert mit Eot)=0

2
n® = _G—: cos(woT +n°), (4.12)

was in (4.6) eingesetzt mit ¢(t) = n® /T eine Gleichung fiir n® ergibt,
n® = —kT[xcos(woT + n°) +sin(wet + n°)]. (4.13)
Unter Zuhilfenahme eines Additionstheorems? 148t sie sich in der Form
n® = —Csin(woT + n® + arctan «) (4.14)
schreiben, wobei

C=k1V1+a? (4.15)

als Ruickkopplungsstarke bezeichnet wird. Fiir die Photonenzahl P* = (ES)? liefert (4.7) mit
n(t) = 0 schlieRlich
s (P=1)Jn—yn® TPy —yn®

ps _ _ 4.16
F+GNnS F+GNn5 ’ ( )

wobei Py, die Intensitat der einfachen Laserdiode ist.

Die Ldsungen n® der transzendenten Gleichung (4.14) entsprechen Nullstellen der Funk-
tion

f(n) = n+Csin(weT + n+arctan «), (4.17)

Lsinx cosy + cosx siny = sin(x +Y); der Ansatz sinx = «/k und cosx = 1/k liefert x = arctan o und k =

V14 ol
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die aus einem linearen Anteil und einer sinusférmigen Modulation besteht. Eine Erhthung
der Riickkopplungsstérke C fiihrt zu einer hoheren Amplitude dieser Modulation und damit
zu einer hoheren Anzahl von Fixpunkten. Es laRt sich zeigen, daf fur C < 1 nur ein Fixpunkt
existiert [3], dessen Kreisfrequenz im allgemeinen von der des einfachen Lasers abweicht.
Sobald C > 1 ist, kdnnen mehrere Fixpunkte existieren. Bei einer Lange lext = 1.5m des
externen Resonators entspricht dies mit typischen Werten & = 5, Tj, = 2ps und Rg,c = 0.31
gemaR (4.15) und (4.2) einer Reflektivitat

Rext ~ 1079

des externen Resonatorspiegels. Selbst bei duBerst geringer Riickkopplung durch den ex-
ternen Resonator existieren also bereits mehrere Fixpunkte n° und damit mehrere Moden
mit unterschiedlichen Frequenzen w® = wq+ n°/7. Ob das System zwischen verschiede-
nen dieser Moden hin- und her springt oder sich fiir eine entscheidet, héngt letztlich von den
Stabilitatseigenschaften der Fixpunkte ab, die weiter unten diskutiert werden. Zwei Dinge
sind zu bemerken:

e Halbleiterlaser reagieren aus zwei Griinden starker auf optische Riickkopplung als an-
dere Laser: Erstens wegen ihrer vergleichsweise stark durchlassigen Facetten, zwei-
tens wegen der durch die hohen Werte des «-Faktors bedingten starken Intensitéts-
Phasen-Kopplung (siehe GI. (4.15) und Abschnitt 3.6).

e Eine Verlangerung des externen Resonators und damit der Verzdgerungszeit T erhoht
die Riickkopplungsstarke C = kTv/1 + «2, so daR beispielsweise auch Riickkopplun-
gen von weit entfernten Glasfaserenden Wirkungen zeigen kdnnen, die in technischen
Anwendungen meist unerwiinscht sind.

In Abb. 4.4 ist die Lage der Fixpunkte in der n-n- und in der n-P-Ebene veranschaulicht.
Dazu wurden die Ausdriicke (4.12), (4.14) und (4.16) in Abhdngigkeit von dem Parameter
woT + n° dargestellt.

Die Verzogerungsterme erschweren eine analytische Stabilitatsanalyse. Es wurden jedoch
Né&herungsrechnungen durchgefiihrt [84, 47], deren Ergebnisse im folgenden kurz vorgestellt
werden. Bei Fixpunkten, in denen f(n®) positive Steigung hat, fiir die also

1+ Ccos(woT + n°+arctanx) > 0 (4.18)

gilt, handelt es sich um Foci. Sie werden externe Resonatormoden genannt und entspre-
chen einer konstruktiven Uberlagerung der Felder der Laserdiode und des externen Reso-
nators. Es kann gezeigt werden, daR die Mode maximaler Intensitat P° (und damit mini-
maler Besetzungszahldifferenz n®, sieche Abb. 4.4) sowie einige Moden in ihrer Nahe stabil
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Abbildung 4.4: Die Fixpunkte liegen in der n-n-Ebene auf einer Ellipse, in der n-P-
Ebene auf einer ,,verzerrten Ellipse”. Physikalisch sinnvoll sind nur solche Fixpunkte,
fiir die PS positiv ist. Die Sternchen markieren die Lage des stabilen Fixpunktes der
einfachen Laserdiode ohne externen Resonator. Es wurden die in Tab. 4.1 angegebe-
nen Parameter und eine Riickkopplungsrate k = 13" s~1 verwendet.

T 10ns Umlaufzeit im externen Resonator
Gn 2.142 x 10*s~1 | differentieller optischer Gewinn
Nsol 1.707 x 108 | Ladungstragerzahl des einfachen Lasers
r 0.357ps~% | Photonenverlustrate
y 0.909ns 1 Ladungstragerverlustrate
1o 5.0 LinienbreitenvergrofRerungsfaktor
Jih ¥ Nsol Schwellstrom
p 1.02 Verhéltnis von Pump- zu Schwellstrom
Csp 1075571 spontane Emissionsrate
2mc/wq 635nm Wellenldnge

Tabelle 4.1: Fir die in diesem Kapitel vorgestellten numerischen Rechnungen ver-
wendete Parameter, aus Ref. [82].

sind [47]. Die Ubrigen Moden sind instabile Grenzzyklen, die gelegentlich auch als ,,At-
traktorruinen” bezeichnet werden. Fixpunkte, in denen f(n°) negative Steigung hat, sind
dagegen instabile Sattelpunkte. Sie werden auch Antimoden genannt und entsprechen ei-
ner destruktiven Uberlagerung der Felder der Laserdiode und des externen Resonators. Mit
wachsender Riickkopplungsstéarke C entstehen an den Enden der in Abb. 4.4 dargestellten EI-
lipsen durch Sattel-Knoten-Bifurkation ein stabiler und ein instabiler Fixpunkt. Bei weiterer
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Erh6hung von C wird der entstandene stabile Fixpunkt durch mehrfache Hopfbifurkationen
instabil [84, 76]. In der Darstellung von Abb. 4.4 liegen die externen Resonatormoden auf
dem unteren Rand der Ellipse in der n-n-Ebene und auf dem oberen Rand der ,,verzerrten
Ellipse™ in der n-P-Ebene. Die Sattelpunkte liegen auf den jeweils anderen Randern.

4.4 Modellrechnungen zur LFF-Dynamik

Den folgenden Modellrechnungen liegen die deterministischen Lang-Kobayashi-Gleichun-
gen (4.5)—(4.7) zugrunde. Das verwendete numerische Integrationsverfahren ist in An-
hang B beschrieben.
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Abbildung 4.5: Darstellung der numerisch berechneten elektrischen Feldstérke
Eo(t), der Phasendifferenz n(t) = ¢(t) — ¢(t — ) und der Besetzungszahldifferenz
n(t) in Abhéngigkeit von der Zeit t im Bereich der LFF.

Abbildung 4.5 zeigt ein typisches Beispiel der berechneten Amplitude Ey(t) der elektri-
schen Feldstarke (Abb. a), der Phasendifferenz n(t) = ¢(t) — ¢(t — ) (Abb. b) und der Be-
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setzungszahldifferenz n(t) (Abb. c) fiir eine Riickkopplungsrate k = 10 s, Fiir die Rech-
nung wurden die in Tab. 4.1 angegebenen Parameter verwendet, die Ref. [82] entnommen
wurden. Fir den zuriickgekoppelten Intensititsanteil ergibt sich p = (ki) ~ —14dB (mit
Tin = 2PS).

0 o0 100 150

t [7]

Abbildung4.6: Darstellung der numerisch berechneten Photonenzahl P(t) in Abhén-
gigkeit von der Zeit t im Bereich der LFF.

In Abb. 4.6 ist die Photonenzahl P(t) = E3(t) dargestellt, die proportional zur Intensitét ist.
Das Ergebnis hat keine Ahnlichkeit mit dem in Abb. 4.2 dargestellten experimentell gemes-
senen Signal. Eine Ausschnittvergroerung in Abb. 4.7 zeigt, dal? das Signal aus unregel-
maRigen Pulsen mit L&ngen im Pikosekundenbereich besteht. Diese konnen mit Hilfe von
Photodiode und Oszilloskop nicht aufgelost werden, da derartige Gerate lediglich Bandbrei-
ten von etwa 1 GHz besitzen. FISCHER et al. gelang es jedoch mit Hilfe einer Streakkamera
mit einer Bandbreite von 50 GHz, derartige Pulse experimentell zu messen [21].

Abbildung 4.8 zeigt eine Zeitreihe, wie sie mit einer Photodiode gemessen werden wiir-
de; dazu wurde das Signal mit 1 GHz tiefpagefiltert. Die abrupten Intensitétseinbriiche sind
deutlich zu erkennen, die hochfrequenten Oszillationen zwischen den Einbriichen sind je-
doch stérker ausgepragt als im experimentell aufgenommenen Signal (vgl. Abb. 4.2).

SANO [76] erklarte die Aufbauphase der Intensitat nach einem Einbruch als chaotisches
Wandern entlang der instabilen externen Resonatormoden. Dabei existiert eine Drift hin zur
(stabilen) Mode maximalen Gewinns, die jedoch nicht erreicht wird, da aufgrund einer Kri-
se [57] die Mdglichkeit besteht, daR das System in die Néhe der stabilen Mannigfaltigkeit
eines Sattelpunktes gerat. Tritt dieses ein, so bewegt es sich zundchst auf den Sattelpunkt
zu und anschliel3end entlang dessen instabiler Mannigfaltigkeit in Richtung der Mitte der in
Abb. 4.4 dargestellten Ellipse, von wo das System wieder beginnt, entlang den externen Re-
sonatormoden zu wandern. Das Auftreten eines dadurch verursachten Einbruchs der mitt-
leren Intensitat wird immer wahrscheinlicher, je ndher das System der Spitze der Ellipse
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Abbildung 4.7: VergrolRerter Ausschnitt aus Abb. 4.6.
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Abbildung4.8: Mit 1GHz tiefpal3gefilterte Zeitreihe aus Abb. 4.6. Da die Photonen-
zahl P(t) proportional zur Intensitét ist, entspricht dieses Signal demjenigen, das mit
Hilfe einer Photodiode mit einer zeitlichen Auflésung von 1ns gemessen werden wiir-
de (vgl. Abb. 4.2).

kommt, da die Moden und Sattelpunkte dort ndher zusammenliegen als in der Mitte.

VAN TARTWIJK et al. pragten fur diesen ProzeR den Begriff ,,Sisyphoseffekt* [82]. In
Abb. 4.9 ist der numerisch berechnete Attraktor im dreidimensionalen Phasenraum der Vek-
toren (Eg, n,n)" dargestellt, mit n(t) = ¢(t) — ¢(t — 7). Durch einen Vergleich mit Abb. 4.4
wird deutlich, daB die Pikosekundenpulse in den Oszillationen der Trajektorie um die in-
stabilen externen Resonatormoden begriindet liegen. Es mul} jedoch beachtet werden, dal
das Delaysystem einen unendlichdimensionalen Zustandsraum besitzt (siehe Abschnitt 2.3).
Im nachsten Abschnitt wird sich zeigen, dak dem Modellsystem eine hochdimensionale Dy-
namik zugrunde liegt. Daher handelt es sich bei der dreidimensionalen Darstellung mogli-
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Abbildung 4.9: Numerisch berechneter Attraktor (Ey, n,n). Dargestellt ist die Tra-
jektorie im Verlauf eines Intensitatseinbruchs.

cherweise lediglich um eine Projektion des tatsachlichen, htherdimensionalen Attraktors in
den R3.

Das Modell schlief3t grundsatzlich nicht aus, daR es dem System gelingt, eine stabile Mode
hohen Gewinns am Ende der Ellipse zu erreichen und auf dieser zu verweilen. In diesem Fall
sollte die mittlere Intensitat tiber der zwischen den Einbriichen erreichten Intensitat liegen, es
sollten keine Intensitéatseinbriiche mehr auftreten, und die Linienbreite der Laserdiode sollte
sich drastisch verringern. Dies konnte vor kurzem experimentell gezeigt werden [30, 20],
wodurch das deterministische Modell weiter gestiitzt wird: Keines der in Abschnitt 4.1 vor-
gestellten stochastischen Modelle bietet eine Erklarung fiir diese Beobachtung an.
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4.5 Lyapunovexponenten des Delaysystems

Bewegt sich das System auf einem Attraktor, so geben die Lyapunovexponenten Auskunft
dartiber, ob es chaotisch ist. Daher lohnt es sich, die Lyapunovexponenten des Modell-
systems numerisch zu berechnen [4]. Wie bereits in Abschnitt 2.3 bemerkt, lautet das
Differentialgleichungssystem fiir die zeitliche Entwicklung einer kleinen Stérung sx =
(SE}, 8!, 6n")T des Systemvektors x = (Eg, ¢,n)T im Falle von Delaydifferentialgleichun-
gen in linearer N&dherung

d

aaﬂay:Dnvayxa—Tnaﬂay+oﬁva%xa_Tn5ﬂa_Ty (4.19)

Als Jacobimatrizen von f ergeben sich nach (4.5)-(4.7) mit der Abkiirzung g (t) = wot +
$(t) —P(t—T1)

of [x(t),X(t—7)]

Dfl[X(t),X(t— T)] = ax(t)
oun(t - SR s Jenket + o2ty
- K%Sin([/(t) —K é (_) )cosw(t) %(xGN
—2[I'+ Gnn(t)]Eo(t) 0 —y —GNE3(t)
sowie
D fx(0x(t— 7)) = LT

K COS (t) KEo(t—T)sing(t) O

= _Eo"(t)sinqj(t) K%COS([/(U 0

0 0 0

Zur numerischen Berechnung der N grofiten der unendlich vielen Lyapunovexponenten
wird das Intervall [t — T,t] diskretisiert; diese Vorgehensweise wurde 1982 von FARMER
zur Untersuchung der skalaren Mackey-Glass-Gleichung angewendet [18]. Die im vorlie-
genden Fall vektorwertigen Funktionen 8x'(t) = (SEi(t),5!(t),sn'(t))", to— T < t < to,
i =1,...,N, werden demnach approximiert durch Vektoren ¥, die aus den fiir das Integra-
tionsverfahren (siehe Anhang B) gespeicherten Werten aus der Vergangenheit von §x(t) be-
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stehen:

yi (tO) = (6E(i)(t0)76¢)i(t0)7 5ni(t0)76E(i)(t1)7 5¢i(tl)7 5ni(t1)7 R
SEY(tm), 5 (tw), on'(tw)) ",

mittg >t > - >ty =ty — .

Nun wird das aus (4.5)—(4.7) und N Systemen der Form (4.19) bestehende System von
3(N+1) Differentialgleichungen, wie in Anhang B dargestellt, integriert. Fur die Storungen
5x1(t), —T <t < 0, werden die Anfangswerte derart gewéhlt, daR die Norm ||y (0)|| den Wert
Yo = 1 besitzt; dabei und im folgenden werden die Norm

I () = ¥/ (t0). ¥/ (t0)) /2

und das Skalarprodukt
. . M-1 . . to . .
(Y'(to), Y (to)) = D (t—tkr1) 6X (1) - 6% (t) ~ t dt ox'(t) - ox(t)
k=0 0T

verwendet, wobei a- b = a;b; +ayb, +asbs das tibliche Skalarprodukt firr a, b € R3 bezeich-
net.

In nicht zu groBen Zeitabsténden At,, werden die Normen ||y (kAty,)|| berechnet. An-
schlieBend werden die y' unter Verwendung eines Gram-Schmidt-Verfahrens [57] reortho-
gonalisiert und auf den Wert yy normiert. Die Lyapunovexponenten ergeben sich schliel3lich
als

S (]

Ai=—— —
! (n - ntr)Atrn k:ntr‘l‘l yo

. i=1,....N, (4.20)

fiir eine moglichst groRe Zahl n; ny ist die Anzahl der Intervalle Atyy, die als Transiente be-
trachtet und nicht fur die Berechnung der Lyapunovexponenten berticksichtigt werden. Um
die VerlaRlichkeit der Ergebnisse zu tberprifen, wird das Verfahren mit verschiedenen Re-
chengenauigkeiten e der Integrationsroutine durchgefiihrt: Je hoher die Rechengenauigkeit
ist, desto kleinere Zeitschritte macht die Integrationsroutine und desto mehr Werte aus der
Vergangenheit der 5x!(t) werden somit gespeichert. Unabhéngigkeit von der Rechengenau-
igkeit der Integrationsroutine bedeutet demnach Unabhéngigkeit von der Feinheit der Dis-
kretisierung der Intervalle [t — 7,t].

Abbildung 4.10 zeigt die ersten drei Lyapunovexponenten in Abhéangigkeit von der Anzahl
n — ny der in der Mittelung (4.20) beriicksichtigten Reorthonormalisierungen fiir verschie-
dene Rechengenauigkeiten. Als Transiente wurden ni; = 2000 Reorthonormalisierungsinter-
valle betrachtet, und es wurde eine Riickkopplungsrate x = 10" s~ verwendet, fiir die sich
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Abbildung 4.10: Die drei groften Lyapunovexponenten A, (durchgezogene Linie),
A, (gestrichelte Linie) und A3 (gepunktete Linie) fiir k = 10's~! in Abhangigkeit
von der Anzahl n— ny, der Reorthonormalisierungen. Bei der numerischen Integration
wurden die Rechengenauigkeiten e = 5 x 1078 (rot), e = 2 x 1078 (griin), e = 1 x 10~
(blau) und € = 5 x 10~ (violett) verwendet (siche Anhang B).

das System im Bereich der LFF befindet. AufRerdem wurden, wie auch fiir alle folgenden
Rechnungen dieses Abschnitts, Ay, = /20 sowie die in Tab. 4.1 angegebenen Parameter
verwendet. Zu erkennen sind die Konvergenz der Mittelung und die weitgehende Unabhén-
gigkeit von der Rechengenauigkeit. Zwar unterscheiden sich die Ergebnisse fur den dritten
Lyapunovexponenten in Abhdngigkeit von der Rechengenauigkeit um = 4%, doch ist kein
Trend zu erkennen.

Die Abhéangigkeit der zehn groBten Lyapunovexponenten von der Riickkopplungsrate T ist
in Abb. 4.11 dargestellt. Bei der Berechnung wurden n = 40000 und ny; = 4000 verwendet.
Fiir k > 4 x 108s~1 ist das System also chaotisch, da der gréRte Lyapunovexponent positiv
ist. Furwachsendes x werden auch die weiteren Lyapunovexponenten nach und nach positiv;
das System wird also hyperchaotisch.

In Abb. 4.12 ist das Spektrum der 100 gréRten Lyapunovexponenten fir k = 101ts~1
(LFF-Bereich) gezeigt. Bei der Berechnung wurden n = 10000 und ry, = 500 verwendet.
Langere Transienten brachten keine Verénderung des Ergebnisses. Alle Exponenten sind
positiv. Dies sagt etwas tber die Dimension des Systems aus: Die Lyapunovdimension ist
definiert durch

Zrzl Ai

d =k+ \
- A1l
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Abbildung 4.11: Die zehn grofiten Lyapunovexponenten A; in Abhangigkeit von «;
zu beachten ist die doppeltlogarithmische Auftragung in b.
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Abbildung 4.12: Spektrum der 100 groften Lyapunovexponenten A; fiir k = 101s~1
(LFF-Bereich).

wobei k der grofite Index ist, fur den 2}‘:1 Aj > 0ist. Nach der Kaplan-Yorke-Vermutung ent-
spricht sie der Informationsdimension [57]; dies konnte fir die Mackey-Glass-Gleichung,
eine skalare Delaydifferentialgleichung, bestatigt werden [18]. Da alle 100 berechneten
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Lyapunovexponenten positiv sind, folgt d, > 100. Derartig hochdimensionale Dynamik
wurde auch in anderen Delaysystemen beobachtet [23].

4.6 Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

In Abb. 4.13 ist der experimentelle Aufbau gezeigt. Er besteht aus folgenden Komponenten:

|<—— externer Resonator ——=|

_ Lawinen-
Laserdiode F ==t t-=—-=-=-=-=-=-=--~- -T T ~ 7 7 Photodiode

Kollimator variabler Linse
Strom- und Strahlteiler Digitales
Temperatur- Speicher-
kontrolle oszilloskop

Abbildung 4.13: Darstellung des experimentellen Aufbaus.

e Die Laserdiode besitzt eine Wellenlédnge von ~ 635nm und einen Schwellstrom von
~ 35mA (Conrad, Hersteller nicht ermittelbar). Sie wird mit einer im Institut ent-
wickelten Stromregelung betrieben.

e Die Temperatur der Laserdiode wird von einer ebenfalls im Institut entwickelten
Temperaturregelung mit Hilfe eines MeRfuhlers und eines Peltierelements bis auf
~ 0.01°C konstant gehalten. Uber einen DA-Wandler und die RS232-Schnittstelle
eines Computers ist es moglich, die Temperatur in Schritten von 0.01°C im Bereich
10°C bis 50.95°C einzustellen. Die Laserdiode ist zusammen mit einer Kollimations-
linse und dem Peltierelement an einem Aluminiumblock befestigt. AuBerdem kann die
ganze Einheit mit einer Styroporhaube abgedeckt werden.

e Der variable Strahlteiler, der als externer Resonatorspiegel dient, besteht aus einem
drehbaren Aluminiumspiegel, dessen Reflektivitat zwischen 8.5% und 85% variiert
(Jodon VBA-200).

e Die Lawinenphotodiode (engl. avalanche photo diode, APD) besitzt eine Grenzfre-
quenz von ~ 1.3 GHz (Silicon Sensor SSO-AD500NF). Ihr istein MeRverstarker nach-
geschaltet.

e Bei dem Oszilloskop handelt es sich um ein digitales Speicheroszilloskop (LeCroy
LC574AM). Es besitzt eine Analogbandbreite von 1GHz, eine maximale Abtastrate
von 4GS/s (S: Samples, dt. Abtastwerte), eine vertikale Auflosung von 8bit und ei-
ne Speichertiefe von 2MS. Eine IEEE-488-Schnittstelle ermdglicht die vollstandige
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Steuerung durch einen Computer und die Speicherung von MeRdaten auf dessen Fest-
platte.

20 25 30 35 40
I [mA]

Abbildung 4.14: Kennlinie der Laserdiode (Intensitdt P in Abh&ngigkeit vom
Pumpstrom I) ohne (durchgezogene Linie) und mit (gestrichelte Linie) externem Re-
sonator.

In Abb. 4.14 ist die experimentell gemessene Kennlinie der Laserdiode (also die Intensi-
tat in Abhangigkeit vom Pumpstrom) mit und ohne externen Resonator dargestellt. Deutlich
zu erkennen ist die durch den externen Resonator verursachte Schwellstromabsenkung von
~ 35mA auf ~ 33mA. AuBerdem ist ein Abknicken der Kennlinie der Laserdiode mit ex-
ternem Resonator im Bereich 34.5-36.0mA zu beobachten. Dies ist der Bereich, in dem low
frequency fluctuations zu beobachten sind [19].

4.6.1 Zeitreihenanalyse

Im folgenden sollen einige Vergleiche zwischen den Ergebnissen der numerischen Simula-
tionen und gewonnenen MelRdaten angestellt werden.

In Abb. 4.15 sind die jeweiligen Leistungsspektren dargestellt, die aus den Intensitats-
signalen mittels der schnellen Fouriertransformation (FFT) berechnet wurden. Die deut-
lichen Unterschiede fiir niedrige Frequenzen lassen sich durch im Experiment vorhande-
nes Rauschen erkléren. In beiden Spektren sind deutlich die Harmonischen der Umlauffre-
quenz vext = 1/7 des externen Resonators zu erkennen. Im Experiment wurde eine Lange
lext &~ 124cm gemessen; dies entspricht einer Umlaufzeit T = 2lex/C ~ 8.3ns bzw. einer
Umlauffrequenz vext &=~ 120.5MHz. Die Abtastrate betrug At = 0.25ns. In der numerischen
Simulation wurde mit T = 8.3ns bzw. vex &~ 120.5MHz gerechnet. Hier betrug die Abtast-
rate At =0.05ns.
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Abbildung 4.15: Mittels der schnellen Fouriertransformation aus den Intensitétssi-
gnalen berechnete L eistungsspektren |F(v)|? fir die numerische Simulation (&) und
fur experimentelle Daten (b).
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Abbildung 4.16: Autokorrelationsfunktionen C(At) fur die numerische Simulation
(@) und fur experimentelle Daten (b).

Die gleichen Zeitreihen wurden auch fur die Berechnung der in Abb. 4.16 dargestellten
Autokorrel ationsfunktionenverwendet. Hier ist ein deutlicher Unterschied zwischen den Er-
gebnissen zu erkennen: Wahrend fir die numerischen Daten die Umlaufzeit T = 8.3nsdes
externen Resonators abgel esen werden kann, ist sieim Falle der experimentellen Daten nicht
zu erkennen. Dies liegt in der durch die Photodiode vorgenommenen Mittelung begriindet.

Der Ursprung der stark ausgepragten Pulsein der Autokorrelationsfunktion der numerisch
berechneten Daten wirdin einer ,raumzeitlichen* Darstellung deutlich, die auf ARECCHI et
al. zuriickgeht [9]. Dabel wird die Zeitvariablet gemal3

t=s+kr, mitse0,7[, ke Ny,

aufgeteiltin eine,,raumliche* Variables, diedie Position innerhalb eines Delayintervallsder
Lange T bezeichnet, und eine diskrete , zeitliche' Variable k, die das betrachtete Delayin-
tervall angibt. In Abb. 4.17 ist der Logarithmus der numerisch berechneten Photonenzahl,
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Abbildung 4.17: ,Raumzeitliche' Darstellung des Logarithmus der numerisch be-
rechneten Photonenzahl P[t(s, k)] in Abhangigkeitvom, Ort* sund der , Zeit* k (siehe
Text). Helle Farben entsprechen hohen Werten des L ogarithmus.

logP[t(s,k)], in Abhangigkeit von s und k aufgetragen. Der Wert des Logarithmus ist in
Farbstufen kodiert, helle Farben entsprechen hohen Werten. Eine entsprechende Darstellung
fur die experimentell gemessenen Daten gibt Abb. 4.18. Die horizontalen Balken mittlerer
(Abb. 4.17) bzw. niedriger (Abb. 4.18) Helligkeit entsprechen den Intensitéatseinbriichen. An
den vertikalen Strukturen in Abb. 4.17 ist fur die numerischen Daten die Korrelation zwi-
schen P(t) und P(t 4+ 7) zu erkennen: Einem Pikosekundenpuls zum Zeitpunkt t folgt mit
hoher Wahrscheinlichkeit ein Puls zum Zeitpunkt t + 7. Bei genauerer Betrachtung fallt al-
lerdings auf, dal3 die Balken nicht exakt vertikal sind. Das |&% sich dadurch erklaren, dal?
das System erst nach einer gewissen Reaktionszeit auf das mit einer Zeitverzogerung T zu-
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Abbildung 4.18: , Raumzeitliche' Darstellung des Logarithmus der experimentell
gemessenen Intensitat; vgl. Abb. 4.17.

ruckgekoppelte Signal antwortet. Diese Beobachtung 183 sich allgemein an Delaysystemen
machen [29]. Im vorliegenden Fall ist die Reaktionszeit sehr kurz; in der Autokorrelations-
funktion schlagt sie sich erst bel groferen Zeitdifferenzen At nieder, wie in Abb. 4.19 zu
sehenist. Fur die experimentellen Daten ergeben sich keine derartig stark ausgepragten ver-
tikalen Strukturen, da die Pikosekundenpul se von der Photodiode und dem Oszilloskop nicht
aufgel ost werden konnen. Dies erklart das Fehlen der Pulse in der Autokorrel ationsfunktion
des experimentell gemessenen Signals.

Eine Standardmethode der nichtlinearen Zeitreithenanalyse ist die Attraktorrekonstruk-
tion mit Hilfe von Verzbgerungskoordi naten [38]. Aus den skalaren, aquidistant abgeta-
steten Mel3werten X = g[x(t;)] der Dynamik des Systems x(t) werden Vektoren der Form
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Abbildung 4.19: Autokorrelationsfunktion C(At) fur die numerische Simulation,
Vergrofderung von Abb. 4.16 a. Wirde das System instantan auf das mit einer Verzo-
gerung At = 8.3ns zuriickgekoppelte Signal reagieren, so befande sich der Puls exakt
bei At =83ns.

Abbildung 4.20: Dreidimensionale Rekonstruktion des Attraktors aus dem in
Abb. 4.2 gezeigten Signal (vgl. Abb. 4.9).

y = (X, X4, X—@-DNT gebildet. Bei geeigneter Wahl der Dimension d ist die Abbil-
dung h : x(t;) — ¥ fir fast alle A ein Diffeomorphismus. Eswird dann von einer Einbettung
des Attraktorsin den R9 gesprochen. Daeinige fir den Attraktor oder die Dynamik charak-
teristische Grof3en (z. B. Lyapunovexponenten) invariant unter diffeomorphen Abbildungen
sind, konnen sie aus dem rekonstruierten Attraktor bestimmt werden.
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In Abb. 4.20 ist eine dreidimensionale Attraktorrekonstruktion aus dem in Abb. 4.2 ge-
zeigten Signal zu sehen. Ein Vergleich mit dem numerisch berechneten Attraktor (Abb. 4.9)
zeigt zumindest qualitative Ahnlichkeiten. Eine glattere Rekonstruktion ist wegen der Be-
grenzung der zeitlichen Aufldsung durch Oszilloskop und Photodiode unmdglich. Diese Be-
grenzung der zeitlichen Auflésung ist auch ein Grund dafiir, daB eine Anwendung der Metho-
den der nichtlinearen Zeitreihenanalyse keine befriedigenden Ergebnisse liefert. Die Photo-
diode fiihrt praktisch eine zeitliche Mittelung des Signals mit einem Fenster der L&nge ~ 1ns
durch, so dal} durch die Messung ein tiefpalgefiltertes Signal erhalten wird. Derartige Fil-
ter konnen die Ergebnisse der nichtlinearen Zeitreihenanalyse verfélschen [38]. Ein schwer-
wiegenderer Grund fiir das Versagen der nichtlinearen Zeitreihenanalyse ist jedoch die hoch-
dimensionale Dynamik, die die Ergebnisse der numerischen Simulationen vermuten lassen
(siehe Abschnitt 4.5). Die Methoden der nichtlinearen Zeitreihenanalyse eignen sich fast
ausschlief3lich fur niedrigdimensionale Systeme.

4.6.2 Zeitintervalle zwischen den Intensitatseinbriichen

Eine Vorhersage numerischer Modellrechnungen, die sich direkt experimentell Gberpri-
fen 18Rt, ist die Verteilung der Zeitintervalle zwischen den Intensitatseinbriichen. Abbil-
dung 4.21 stellt der numerisch berechneten Verteilung (Abb. a) die aus experimentellen Da-
ten ermittelte Verteilung (Abb. b) gegentiber. Fir die numerische Rechnung wurden die Pa-
rameter aus Tab. 4.1 sowie x = 10's~1 verwendet, im Experiment wurden ein Pumpstrom
knapp uber dem Schwellstrom und ein externer Resonator der Lange lex = 124 mm (also
eine Umlaufzeit T ~ 8.3ns) gewahlt.

a) b)
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Abbildung4.21: Verteilung der Intervalle zwischen den Intensitdtseinbriichen geméan
den numerischen Modellrechnungen fiir k = 10" s~ und J /Jy, = 1.02 (Abb. a) sowie
aus experimentell gemessenen Daten (Abb. b).

Da die Parameter der Laserdiode nicht bekannt sind, kann lediglich ein qualitativer Ver-
gleich angestellt werden. Dieser zeigt eine recht gute Ubereinstimmung in der Form der \er-
teilung. Insbesondere existiert in beiden Fallen eine untere Schranke fiir die auftretenden
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Intervalle At zwischen zwei Intensitdtseinbriichen. Diese untere Schranke 1aRt sich durch
das stochastische Henry-Kazarinov-Modell (siehe Abschnitt 4.1) nicht erklédren, wie in einer
kiirzlich veroffentlichten Arbeit gezeigt wurde [80]. Die Autoren konnten Vorhersagen des
ebenfalls stochastischen Modells von M@RK et al. bestatigen, verzichteten jedoch auf einen
Vergleich der experimentellen Daten mit dem in dieser Arbeit gewéahlten deterministischen
Modell von SANO. Festzuhalten ist, dal3 die numerisch ermittelte Verteilung (Abb. 4.21 a)
ausgesprochen gut mit den in der genannten Arbeit [80] prasentierten experimentell ermit-
telten Verteilungen Ubereinstimmt.



Kapitel 5

Synchronisation chaotischer Laserdioden

Nachdem es vielfach gelungen ist, experimentelle chaotische Systeme in Form von elek-
trischen Schaltkreisen zu synchronisieren, stellen chaotische Laser eine weitere Herausfor-
derung dar. Die Situation ist dabei aus mehreren Griinden schwieriger: Optische Systeme
erfordern einen hoheren experimentellen Aufwand als elektrische Schaltkreise, viele durch
Lasereigenschaften gegebene Systemparameter sind nur schwer oder gar nicht veranderbar,
und auch einige dynamische GroRen (z. B. die Ladungstragerinversion) sind von auf3en nicht
zuganglich. Andererseits sind chaotische Laser fur mogliche Anwendungen der Synchroni-
sation chaotischer Systeme in der Kommunikation von besonderem Interesse, da optische
Kommunikationssysteme wegen der grof3en zur Verfigung stehenden Bandbreite in immer
starkerem Mal3e zum Einsatz kommen.

Im folgenden soll ein kurzer Uberblick tiber den momentanen Stand der Forschung gege-
ben werden. Soweit es nicht ausdriicklich vermerkt ist, wurde dabei unidirektionale Kopp-
lung zwischen den einzelnen Lasern verwendet.

5.1 Uberblick

Synchronisation zwischen chaotischen Lasern konnte bisher nur von wenigen Gruppen ex-
perimentell gezeigt werden:

1. Roy und THORNBURG gelang es 1994, zwei chaotische Lichtstrahlen innerhalb eines
Nd:YAG-Lasers zu synchronisieren [72, 83], wie bereits durch numerische Simulatio-
nen vorhergesagt worden war [17]. Die bidirektionale Kopplung fand dabei tiber die
Inversion des aktiven Mediums statt, wenn die beiden Strahlen nah genug beieinander
waren.

2. Ebenfalls 1994 zeigten SUGAWARA et al., dal3 es moglich ist, zwei chaotisch pulsie-

rende CO,-Laser zu synchronisieren, indem sie den sattigbaren Absorber des zweiten
Lasers gemal} den Intensitatsfluktuationen des ersten Lasers modulierten [79, 85].

59



60

Kap. 5 Synchronisation chaotischer Laserdioden

3. 1998 gelang es VANWIGGEREN und ROY, zwei erbiumdotierte Faserringlaser zu syn-

chronisieren und ein in den treibenden Laser eingekoppeltes Rechtecksignal zu tber-
tragen [86]. ABARBANEL und KENNEL fiihrten numerische Untersuchungen eines
dhnlichen Systems durch [1].

. Ebenfalls 1998 gelang es schliel}lich GOEDGEBUER et al., zwei Laserdioden zu syn-

chronisieren, deren Wellenlangen aufgrund elektro-optischer Riickkopplung chaotisch
fluktuierten [23]. Im gleichen Zuge zeigten sie die Ubertragung eines analogen Si-
gnals, mit dem sie den Pumpstrom der treibenden Laserdiode modulierten.

Maogliche Anwendungen der Synchronisation chaotischer Gas- und Festkdrperlaser zur
Ubertragung analoger oder digitaler Signale wurden in einigen weiteren Arbeiten mit Hil-
fe numerischer Simulationen [14, 5] und elektronischer Schaltkreise [52] untersucht.

Die in optischen Kommunikationssystemen typischerweise eingesetzten Laser sind jedoch
Laserdioden. AuBer der oben unter Punkt 4 erwahnten experimentellen Arbeit existieren
mehrere auf numerischen Simulationen beruhende Arbeiten, die im folgenden kurz vorge-
stellt werden.

1. Bereits 1990 untersuchten WINFUL et al. ein aus drei Halbleiterlasern bestehendes

Array, in dem benachbarte Laser tber ihre Lichtfelder bidirektional gekoppelt wa-
ren [87]. Neben Synchronisation der beiden duf3eren Laser konnte auch raumzeitliches
Chaos beobachtet werden.

. MIRASSO et al. beschaftigten sich 1996 mit der Synchronisation chaotischer Laserdi-

oden mit externen Resonatoren [51]. Um die Anderung des zweiten Systems durch die
zusatzliche Injektion von Licht des ersten Systems zu kompensieren, nahmen sie eine
hohere Photonenverlustrate (also z. B. hthere Resonatorverluste) fur die zweite Laser-
diode an. Wegen der dadurch bedingten Unterschiede zwischen beiden Systemen war
keine identische Synchronisation moglich. Weiterhin untersuchten sie Informations-
ibertragung mittels CM (chaotic masking),! wobei sie auch den EinfluB einer fir die
Signaliibertragung angenommenen Glasfaser beriicksichtigten.

. Ebenfalls 1996 untersuchten ANNOVAZZzI-LODI et al. zwei optisch unidirektional ge-

koppelte, aus je zwei Laserdioden bestehende Injektionssysteme [7]. Synchronisation
wurde durch eine optische Riickkopplungsschleife erreicht (siehe Abb. 5.1). 1997 er-
setzten sie die Injektionssysteme durch Laserdioden mit externen Resonatoren [8]; im
Gegensatz zu [51] konnten sie identische Synchronisation erzielen. Bei beiden Sche-
mata untersuchten sie auch Moglichkeiten der Informationsiibertragung mittels CSK
(chaos shift keying) und CM.

1Zur Erkldrung der chaotischen Modulationstechniken siehe Abschnitt 2.5
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System 1 > )y » System 2 >

Abbildung 5.1: Synchronisationsschema von ANNOVAZzzI-LoDI et al.; die Syste-
me 1 und 2 bestehen aus jeweils einer Laserdiode mit externem Resonator [8] bzw. aus
je zwei Laserdioden, wobei Licht der ersten in die zweite Laserdiode injiziert wird [7].

4. SchlieBlich stellten RAHMAN etal. 1997 ein Synchronisationsschema vor, welches aus
einem treibendem chaotischen Halbleiterlaserarray und einem getriebenem einzelnen
Halbleiterlaser bestand [69].

Einige der vorgestellten Schemata lassen Probleme bei einer experimentellen Umset-
zung erwarten: Fir eine optische Rickkopplungsschleife, wie sie in dem Modell von
ANNOVAZZI-LODI et al. verwendet wurde, muB die Differenz zwischen den optischen Si-
gnalen der beiden Systeme in das zweite System injiziert werden, das Signal des zweiten
Systems muf? also negiert werden (siehe Abb. 5.1). Dies liel3e sich experimentell moglicher-
weise durch eine optische Phasendrehung erreichen. Ferner wurde in den Modellrechnungen
eine Zeitverzogerung durch die Ruickkopplungsschleife génzlich vernachléssigt. Das Syn-
chronisationsschema von MIRASSO et al. kommt ohne Riickkopplungsschleife aus. Proble-
me bei einer experimentellen Realisierung konnte allerdings die Kompensation der Unter-
schiede zwischen beiden Systemen durch Erhdhung der Resonatorverluste der zweiten La-
serdiode bereiten. Eine solche Erhdhung wére zwar durch teilweise Entspiegelung der Fa-
cetten denkbar, sie liele sich jedoch wéhrend des Experiments nicht &ndern und damit nicht
an den EinfluB des injizierten Lichtes anpassen.

Im folgenden wird ein Schema vorgestellt und mit Hilfe numerischer Simulationen un-
tersucht, das es ermdglicht, identische Synchronisation zwischen zwei chaotischen Laser-
dioden mit externen Resonatoren zu erzielen [4]. Eine experimentelle Implementation wird
insofern erleichtert, als daf3 von identischen Laserdioden ausgegangen und keine Riickkopp-
lungsschleife verwendet wird. Auflerdem ermdglicht das Schema, eine einfache Laserdiode
ohne externen Resonator mit einer chaotischen Laserdiode mit externem Resonator zu syn-
chronisieren; dies stellt eine weitere Erleichterung fiir eine mogliche experimentelle Imple-
mentation dar.
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5.2 Beschreibung des Synchronisationsschemas

Die Synchronisationsanordnung, die durch das Modell beschrieben wird, ist in Abb. 5.2 dar-
gestellt. Licht des ersten Systems wird in das zweite System injiziert. Unidirektionale Kopp-
lung kann experimentell durch einen Faradayisolator erreicht werden, der Licht einer Wel-
lenlange, die nicht zu stark von einer gegebenen Zentralwellenlange abweicht, unter Aus-
nutzung des Faradayeffektes nur in einer Richtung durchl&ft.

Strahlteiler

Laserdiode 1 — = = = = = \ ______ |

|
! Spiegel
1

optische Diode

(Faradayisolator) v
I
|
|

Laserdiode2 | = = = = = = //— ______ |
Strahlteiler Spiegel

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung der fiir die Simulationsrechnungen ange-
nommenen Synchronisationsanordnung.

Theoretisch 140t sich das treibende System durch die in Kapitel 4 vorgestellten Lang-
Kobayashi-Gleichungen beschreiben,

%Eo (t) %GNn(t)Eo(t) + C;"Eyor('t()t) + kEo(t — T) cos[woT + n(t)] (5.1)
%d)(t) = %aGNn(t) — K%{t;) sinfwoT + n(t)], (5.2)
S1t) = (b~ D~ yn(t) ~ [+ Gun(JER(). (53)

mit

Die Differentialgleichung fiir die komplexe elektrische Feldstéarke E(t) des zweiten Systems
wird analog zu dem in Abschnitt 4.2 beschriebenen Vorgehen um einen weiteren Term er-
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géanzt, der die zusétzliche Injektion von Licht des ersten Systems beschreibt,?

d~.. [. =~ 1.~ ~ Cspyn(t) ~Et_ T
&E(t) = {Iw(N)+ 2[G(N) F]} E(t)+72|§*(t) +KE(t—T1)
+oE(t—Tc), (5.4)

mit der Laufzeit T des Lichtes von der rechten Facette der ersten bis zu derjenigen der zwei-
ten Laserdiode und der Kopplungsrate

_ 1 (1 - Rfac)(l - FAifac)Rbsﬁbs .
0=_— H
Tin Rfac

dabei bezeichnen R, und Ry die Intensitétsreflektivitdten der Laserdiodenfacette und des
Strahlteilers (engl. beamsplitter) des ersten Systems, R¢,c und Rys die entsprechenden Grélen
des zweiten Systems und Tj, die Umlaufzeit des Lichtes innerhalb einer Laserdiode. Mit

E(t—7c) = Eo(t — 7¢c) exp{i[wo(t — Tc) + p(t — Tc)]}
= Eg(t — 1¢) exp{—i[woTc + P (t) — p(t — Tc)] }exp{ifwot + ()]} (5.5)

kann die komplexe Gleichung (5.4) wie in Abschnitt 3.5 in Real- und Imaginarteil aufge-
spalten werden. Durch Hinzunehmen der Materialgleichung ergibt sich ein reelles Differen-
tialgleichungssystem fuir das zweite System,

9E5(t) = 2ennEolt) + %TS) +REo(t— ) cosfewor + (1)
+ 0Eq(t — Tc) cos[wqTe + (1) — p(t— )], (5.6)
%Yt) = %aGNﬁ(t) - %%{t;) sinfwoT + 7(t)]
BT B — bt
Eo(t) Sm[ 0 C‘|‘¢(t) ¢(t C)]v (5-7)
84 = (0 I~ yA(t) - [ + GuAIER(). (538)

mit
() =pt)— p(t—1).

2GroRen des zweiten Systems werden im folgenden mit einer Tilde versehen. Parameter ohne Tilde, die
in Gleichungen des zweiten Systems auftreten, haben vorerst die gleichen Werte wie die entsprechenden
Parameter des ersten Systems. Der EinfluR von Parameterunterschieden zwischen beiden Systemen wird
in Abschnitt 5.3.2 untersucht.
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Synchronisation ist moglich, falls eine Lésung der Gleichungen (5.1)—(5.3) und (5.6)-
(5.8) existiert, fur die E(t) = E(t — At) und n(t) = n(t — At) gilt, was wegen

E(t) = Eo(t) exp{i[wot + ¢ (t)]}
gleichbedeutend ist mit

Eo(t) = Eo(t— At),
$(t) = p(t— At) — woat  (mod 21),
A(t) = n(t— At),

wobei
At=Tc—T

die durch den Unterschied zwischen . und T verursachte Zeitverschiebung der synchroni-
sierten Zustédnde beriicksichtigt. Da die Anderungen der GroRen des zweiten Systems im
synchronen Zustand mit der gleichen Rate wie die Anderungen der GroRen des ersten Sy-
stems erfolgen miissen, existiert eine derartige Losung, falls

K=K+0o (5.9)
gilt. Zu beachten ist, daB (5.9) eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir Syn-

chronisation ist, da kleine Stérungen das System mdglicherweise aus dem synchronisierten
Zustand heraustreiben konnen, wenn dieser nicht stabil ist.

Das verwendete Synchronisationsschema 1aRt sich durch den in Abschnitt 2.4.1 auf De-
laysysteme erweiterten Formalismus der Aktiv-Passiv-Zerlegung beschreiben. Dazu wer-
den folgende Ersetzungen vorgenommen: X = (Eg, ¢,n)", y = (Eg, ¢,0)7, s(t) = (Ep(t —
Tc)yd)(t_ Tc))T und f = (fl, fo, f3)T mit

ffz(t), z(t—7),s(t)] = 5GNZ3 (t)za(t) + .
+Kzy(t —7) coS[woT + 2o(t) — Zp(t — 7)]
+ 051 (t) cos[woTe + 2o(t) — So(1)],

folz(t), z(t— 1),s(t)] = %(XGNZ:g(t) — %Zlitl(_t)T) sinfwoT +22(t) — 22(t — 7))
_ a% SinfwoTe +22(t) — sa(t)].

faz(t), z(t — 7),s(t)] = (p — 1) — yz3(t) — [T + Gnz3(t))ZA (1),
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wobei vorausgesetzt wurde, dal3 die Synchronisationsbedingung (5.9), k = k + o, erflllt ist.
Aus

X(t) =fx(t), x(t—71),s(t)]
ergibt sich dann das Differentialgleichungssystem (5.1)—(5.3) des treibenden Systems, aus

entsprechend das Differentialgleichungssystem (5.6)—(5.8) des Antwortsystems.

5.3 Modellrechnungen

Die Moglichkeit der Synchronisation zwischen zwei chaotischen Laserdioden mit externen
Resonatoren wurde mit Hilfe von numerischen Modellrechnungen untersucht [4]. Dazu wur-
den die Differentialgleichungen (5.1)—(5.3) und (5.6)—(5.8) durch das in Anhang B beschrie-
bene Verfahren numerisch integriert, wobei die in Tab. 4.1 angegebenen Parameter sowie
Tc = 115.833 ns verwendet wurden.

5.3.1 Synchronisation identischer Laserdioden

Im Falle zweier identischer Laserdioden kann nahezu perfekte Synchronisation erreicht wer-
den. Es wurden Werte k = 10" s~% und x = 10%s~ fiir die Riickkopplungsraten gewhlt.
Mit der Synchronisationsbedingung (5.9) folgt fiir die Kopplungsrate o = 9 x 101%s~1, In
Abb. 5.3 ist die Dynamik der einzelnen Laser ohne Kopplung filr k = 10 s~ (a und b) sowie
fir k = 101951 (c) dargestellt. Beide Systeme zeigen aperiodische Dynamik, wobei sich
das treibende System im LFF-Bereich befindet (Abbildungen 5.3a und b). In Abschnitt 4.5
wurde gezeigt, daB das System sowohl fiir k = 101°s~1 als auch fiir k = 10 s~ mehrere
positive Lyapunovexponenten besitzt, sich also in einem hyperchaotischen Zustand befindet.

Abbildung 5.4 zeigt das Ergebnis der Modellrechnungen zur Synchronisation. Dargestellt
sind die Amplituden Ey(t) und Eq(t) der elektrischen Feldstdrken der beiden Laserdioden
sowie der Synchronisationsfehler

|Eq(t) — Eg(t— At)]
AEq(t) = , 5.10
wobei (-); eine zeitliche Mittelung bezeichnet. Nach Einschalten der Kopplung zum Zeit-
punkt t = 257t geht der Synchronisationsfehler exponentiell mit der Zeit gegen null.

Ahnliche Ergebnisse wurden erzielt, wenn das Antwortsystem aus einer einfachen Laser-
diode ohne externen Resonator bestand (x = 0s~1, o = k). In diesem Fall liefert das Ant-
wortsystem bis zum Einschalten der Kopplung ein Dauerstrichsignal, synchronisiert dann
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Abbildung 5.3: Dynamik der einzelnen Laser ohne Kopplung fiir Rlickkopplungsra-
ten k = 101 s~1 (aund b) bzw. k = 101%s~1 (c); zu beachten sind die unterschiedlichen
Achsenskalierungen.

aber mit dem hyperchaotischen Signal des treibenden Systems. Dabei wurden kiirzere Tran-
sienten des Synchronisationsfehlers als in Abb. 5.4 beobachtet. Ein solches System ist expe-
rimentell einfacher zu implementieren als eines mit zwei externen optischen Resonatoren, da
einige Parameter (wie die Lange des externen Resonators und die Riickkopplungsrate) we-
niger zu justieren sind.
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Abbildung 5.4: Perfekte Synchronisation im Falle zweier Systeme mit identischen

Parametern (k = 10"s 1, k = 10191, ¢ =9 x 10195 1).
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5.3.2 EinfluB von Parameterunterschieden

Zwei reale Laserdioden besitzen niemals exakt identische Parameter, wie es fiir die bishe-
rigen Rechnungen angenommen wurde. Um den Einflu} von Parameterunterschieden zwi-
schen beiden Systemen auf die Qualitat der Synchronisation zu testen, wurden die Parame-
terwerte des Antwortlasers, die nicht von auf3en verandert werden kdnnen (Gy, «, y, I' und
Csp), zufallig um bis zu 1% gegentiber den Werten des treibenden Lasers variiert.

~—

> 10°
-1
-2

=

<
10
10 |1 |

0 100 150

T

Abbildung 5.5: Synchronisation zweier Systeme mit leicht unterschiedlichen Para-
metern (k = 10%s™1, k = 109571, 0 =9 x 10105~ 1),

0

Abbildung 5.5 zeigt ein typisches Ergebnis. Wieder wurde zum Zeitpunkt t = 257 die
Kopplung eingeschaltet. Wie erwartet, wird keine perfekte Synchronisation erzielt. Der
Synchronisationsfehler bewegt sich zumeist im Bereich einiger Prozent, wachst jedoch wah-
rend der Intensitatseinbriiche des treibenden Lasers auf Werte der GréRenordnung 1 an, die
einen volligen Verlust der Synchronisation anzeigen.

Obwohl keine perfekte Synchronisation erreicht wird, finden die Intensitétseinbriiche den-
noch zu gleichen Zeiten statt, wie in Abb. 5.6 zu erkennen ist. Zur Verdeutlichung wurden
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P(t—At) [b.E.]

0 50 100 150
t [7]

Abbildung5.6: Gleiche Parameter wie in Abb. 5.5; dargestellt sind die mit 200 MHz
tiefpaRgefilterten Zeitreihen der Photonenzahlen P(t — At) undP(t).

die Photonenzahlen P(t — At) = E3(t — At) und P(t) mit 200 MHz tiefpaBgefiltert, so daR die
dargestellten Signale ungefahr denen entsprechen, die mit Hilfe von Photodiode und Oszil-
loskop gemessen werden wiirden.

In Abb. 5.7 ist das elektrische Feld E(t) des Antwortlasers gegen das zeitlich verschobene
elektrische Feld Eq(t — At) des treibenden Lasers aufgetragen. Wirden die Systeme perfekt
synchronisieren, so wiirde die Dynamik auf der Diagonalen stattfinden (vgl. Abb. 2.5). Es
ist zu erkennen, dal} die Synchronisation im Bereich kleiner Amplituden Eg verloren geht.

5.3.3 Transversal instabile Fixpunkte

Zwei Griinde sprechen dagegen, den Verlust der Synchronisation wéhrend der Intensitétsein-
bruche allein auf die niedrige Amplitude des treibenden Signals und die damit verbundene
schwache Kopplung zurtickzufiihren: Erstens sinkt die Amplitude des elektrischen Feldes
des treibenden Lasers auch zwischen den Intensitétseinbriichen auf nahezu null (zwischen
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Abbildung5.7: Ey(t) in Abhangigkeit von Ey(t — At); im Falle perfekter Synchroni-
sation wirde sich das System auf der Diagonalen bewegen.

den Pikosekundenpulsen, siehe Abb. 5.3); zweitens nimmt der Synchronisationsfehler noch
im Bereich niedriger Amplitude des Kopplungssignals nach einem Intensitétseinbruch wie-
der um zwei GrofRenordnungen ab (siehe Abb. 5.5).

Dagegen gibt es Griinde fiir die Vermutung, daB die instabilen Sattelpunkte im Phasen-
raum der Vektoren (Eg, n,n)" (mit n(t) = ¢(t) — ¢(t— ), siehe Abschnitt 4.3) fiir den Ver-
lust der Synchronisation verantwortlich sind: Wie von SANO beobachtet wurde, findet ein
Intensitdtseinbruch statt, wenn das System einem solchen Sattelpunkt zu nahe kommt [76]
(vgl. Abschnitt 4.4); auRerdem zeigt Abb. 4.4, daR alle Fixpunkte Werte ES = /PS < 3 besit-
zen; dies ist gerade der Bereich, in dem Synchronisationsverluste auftreten (siehe Abb. 5.7).

Um zu prifen, welche der in Abschnitt 4.3 beschriebenen Fixpunkte transversal insta-
bil sind, wurde untersucht, ob das Antwortsystem mit dem treibenden System synchroni-
siert, wenn sich dieses auf einem Fixpunkt befindet. Den Fixpunkten (P°,n° n®)T entspre-
chen Dauerstrichlosungen E (t) = v/PSexp{i[wot + ¢(t)]}, daher wurde das Antwortsystem
(5.6)—(5.8) mit den Werten

Eo(t) = /PS(n) = \/ (P—Ddn — ¥ (5.11)

I +GNn5

b(t) = -t (5.12)
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des zu n® gehdrenden Fixpunktes getrieben (siehe Gleichungen (4.16), (4.10), (4.11)
und (4.12)). Die transzendente Gleichung (4.14) wurde numerisch geldst®, um die Wer-
te n° der Fixpunkte zu bestimmen. Die Steigung der Funktion f(n) aus Gl. (4.17) an der
Stelle n® gibt an, ob es sich bei dem Fixpunkt um eine externe Resonatormode oder um
einen Sattelpunkt (eine Antimode) handelt (vgl. Abschnitt 4.3).
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Abbildung 5.8: Befindet sich das treibende System (gepunktete Linie) auf einer ex-
ternen Resonatormode, synchronisiert das Antwortsystem (gestrichelte Linie) mit die-
sem in allen drei Variablen P, n und n (Abb. a). Befindet sich das treibende System
dagegen auf einem Sattelpunkt, so synchronisieren beide Systeme nur in der Variablen
n (Abb. b). In beiden Féllen wird zum Zeitpunkt t = 5t die Kopplung eingeschaltet.

In Abb. 5.8 ist ein Beispiel gezeigt, bei dem sich das treibende System auf einer exter-
nen Resonatormode befindet. Das Antwortsystem synchronisiert in allen drei Variablen P, n
und n mit dem treibenden System. Das gleiche Verhalten wurde fiir alle externen Resonator-
moden mit Werten n® < 900 gefunden. Bei externen Resonatormoden mit Werten r° = 900
wurde keine Synchronisation gefunden; diese Werte erreicht das System im LFF-Bereich je-
doch nicht (vgl. Abb. 4.5b).

Befindet sich das treibende System auf einer Antimode (also einem Sattelpunkt), so fin-
det keine Synchronisation in den Variablen P und n statt. Dies wurde fiir alle Sattelpunkte
festgestellt, in Abb. 5.8 b ist ein Beispiel gezeigt. Es ist jedoch zu erkennen, daR das Ant-
wortsystem in der Variablen n mit dem treibenden System synchronisiert.

3 Es wurde eine Kombination aus dem Newton- und dem Bisektionsverfahren verwendet (Routinen zbrac
und rtsafe aus Ref. [67])
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Die Ergebnisse lassen sich folgendermalRen zusammenfassen: Zwischen den Intensitats-
einbriichen oszilliert das System um die externen Resonatormoden (siehe Abb. 4.9). Die fir
den LFF-Bereich maBgeblichen externen Resonatormoden (i < 0) sind transversal stabil.
Wahrend eines Intensitatseinbruchs gerdt das System in die N&he eines transversal instabilen
Sattelpunktes (einer Antimode). Dadurch entfernt sich die Trajektorie von der Synchronisa-
tionsmannigfaltigkeit, wie in Abb. 5.7 zu erkennen ist. Es kommt zum Verlust der Synchro-
nisation, bis das System wieder in Bereiche gelangt, in denen die Synchronisationsmannig-
faltigkeit anziehend ist.

5.3.4 Einflul3 einer Wellenlangendifferenz (Verstimmung)

Bisher wurde davon ausgegangen, daf die Kreisfrequenz wq und damit die Wellenlénge des
emittierten Lichtes fur beide Laserdioden identisch ist. Zwar IaRt sich die Wellenlange einer
Laserdiode Uber die Temperatur beeinflussen, es kann jedoch nicht davon ausgegangen wer-
den, daR perfekte Ubereinstimmung erzielbar ist. Aus Arbeiten zur Injektionsstabilisierung
ist bekannt, daf bei zu groRer Verstimmung keine Frequenzmitnahme mdoglich ist. Der Be-
reich in der Ebene aus Verstimmung und injizierter Leistung, in dem eine Frequenzmitnahme
stattfindet, wird Fangbereich genannt [70]. Im folgenden wird mittels Modellrechnungen
untersucht, inwieweit eine Verstimmung

Awg = Wg — Wy

zwischen den beiden Laserdioden die Synchronisation beeinflut. Um eine Verbindung
zum Experiment herzustellen (siehe Abschnitt 5.4), wird auf einen externen Resonator des
Antwortsystems verzichtet. In den vorgestellten Rechnungen wurden die Werte k = o =
10%s~1 und k = 0s~! verwendet.

Fir die komplexe elektrische Feldstéarke des in die zweite Laserdiode eingekoppelten Si-
gnals gilt

E(t—7c) = Ep(t— 7¢c) exp{i[wo(t — Tc) + P (t — Tc)]}
= Eo(t — 7c) exp{—i[woTc + Awot + P (t) — P (t — 7c)] Y exp{i[@ot + p(t)]} .

Ein Vergleich mit (5.5) zeigt, dal} im Argument der ersten Exponentialfunktion ein zusétz-
licher Term Acwgt auftritt, der beim Aufspalten von (5.4) in Real- und Imaginarteil (siehe
Abschnitt 3.5) beachtet werden muB. Mit k = 0s~1 (s.0.) ergeben sich anstelle von (5.6)
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und (5.7) die Gleichungen

d= 1 . = Cepyf(t)
an(t) = EGNn(t)Eo(t)ﬂsz?(t)

+ 0Eg(t — T¢) cos[woTe + Awgt + P (t) — Pt — T¢)],
%J)(t) = %aGNﬁ(t) - 0%}[;0 sin[wqTe + Awgt + P (t) — P (t — )] .-

Die Gleichung fiir die Besetzungszahldifferenz (5.8) bleibt unverandert.
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Abbildung5.9: Bei einer Verstimmung von Awg = 10°s~1 ist Synchronisation még-

lich (a), wihrend das injizierte Lichtfeld bei einer Verstimmung von Auy = 10251
nur einen sehr geringen Einflu auf die Dynamik des getriebenen Systems hat (b).

In Abb. 5.9 a ist das Ergebnis filr Acwg = 10°s~! dargestellt. Die Photonenzahlen P(t) =
Eg (t) wurden mit 200 MHz tiefpalgefiltert, um die begrenzte Detektionszeit von Photodiode
und Oszilloskop zu beriicksichtigen. Mit der verwendeten Kreisfrequenz wg = 2.9684 x
10% s~ ergibt sich eine relative Verstimmung Awg/wq ~ 3.37 x 10~7. Wie erwartet, tritt
keine perfekte Synchronisation mehr ein, der Synchronisationsfehler bewegt sich in der Gro-
Renordnung einiger Promille. Nichtsdestotrotz treten die Intensitatseinbriiche nach wie vor
synchron auf.

Bei einer groReren Verstimmung Awgy = 10*s71 (Awq/wg ~ 3.37 x 10~4) ist die Situa-
tion dagegen géanzlich anders (siehe Abb. 5.9b). Die Dynamik der getriebenen Laserdiode
wird von dem injizierten Lichtfeld des treibenden Systems kaum beeinfluf3t, sie emittiert wei-
terhin auf der stabilen cw-Mode P(t) = Py.
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Abbildung 5.10: Darstellung des uber die Zeit gemittelten Synchronisationsfehlers
aus Gl. (5.10), (AEp)t, in Abhéngigkeit von der Verstimmung Awy.

In Abb. 5.10 ist der gemittelte Synchronisationsfehler (AEg)t, mit AEq aus GI. 5.10, in Ab-
hangigkeit von der Verstimmung Awq dargestellt. Die Abhdngigkeit ist nicht symmetrisch
zu Awqg = 0, eine Tatsache, die auch fiir den Fangbereich bei der Injektionsstabilisierung zu-
trifft [70]. Die starken Fluktuationen resultieren aus den Intensitatseinbriichen der LFF, die
die Konvergenz der Mittelung verschlechtern.

5.4 Experiment

Abbildung 5.11 zeigt den fiir die Experimente zur Synchronisation verwendeten Aufbau. Zu-
satzlich zu den in Abschnitt 4.6 aufgefiihrten Komponenten wurden verwendet;

e Eine weitere Laserdiode gleichen Typs mit Strom- und Temperaturregelung;

e ein Faradayisolator, 94% Transmission in DurchlaBrichtung, —43dB Isolation in
Sperrichtung (OFR 10-635-HP);

e ein Graukeil, Transmission 1%-80% (Spindler & Hoyer);

e zwei nichtpolarisierende Strahlteilerwirfel, Teilungsverhaltnis 50 : 50 (Spindler &
Hoyer).

Der Faradayisolator dient dazu, unidirektionale Kopplung zu gewahrleisten. Mit Hilfe des
Graukeils 18Rt sich die Kopplungsstarke variieren. Wie in der Beschreibung des Synchroni-
sationsschemas bereits angedeutet, ist als Antwortsystem eine einfache Laserdiode ohne ex-
ternen Resonator (k = 0s~1) gewahlt worden, die ohne Kopplung Licht konstanter Intensitt
emittiert.
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Abbildung 5.11: Experimenteller Aufbau.

Es sind mehrere Parameter zu justieren, um Synchronisation zu erreichen:

e Die Kopplungsstarke mu3 tber den Graukeil so angeglichen werden, dal nach
Gl. (5.9) o = k qilt.

e Mit Hilfe von Stellschrauben an der Strahlteilerhalterung wird der Lichtstrahl der er-
sten Laserdiode in den Resonator der zweiten Laserdiode eingekoppelt. Als MaR fiir
die Einkopplung dient das DC-Signal der in das Gehause der Laserdiode eingebauten
Monitordiode.

e Uber die Temperatur muR die emittierte Wellenlange der zweiten Laserdiode an die
der ersten Laserdiode angeglichen werden.

e Der Pumpstrom der zweiten Laserdiode muB so eingestellt werden, daR das Verhéltnis
von Pump- zu Schwellstrom (der Parameter p in (5.3) und (5.8)) identisch ist. Da der
Wert des Schwellstroms temperaturabhangig ist, bedeutet dies nicht notwendigerweise
Ubereinstimmung der absoluten Werte des Pumpstroms.

Erste Versuche zeigten keinerlei Reaktion der zweiten Laserdiode auf das injizierte Licht.
Da die numerischen Simulationen vorhersagen, daR die zweite Laserdiode auch bei groben
Parameterdifferenzen irregulédre Intensitatsfluktuationen zeigen wirde, wird vermutet, da
der Grund fiir diese Beobachtung in der mangelnden Ubereinstimmung der Wellenlangen
der Laserdioden besteht. Die numerischen Ergebnisse in Abschnitt 5.3.4 deuten an, daf die
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Lichtfrequenzen bis auf wenige Gigahertz tibereinstimmen miissen. Dies entspricht mit

c c Av

:v+Av v o v+ Av

AA

fur A = 635nm einem Wellenlangenunterschied von AA ~ 0.0013nm.

Das Problem ist, derartig kleine Wellenlangenunterschiede zu messen. Eine Differenzfre-
guenzanalyse (siehe z.B. [44]) scheidet wegen der begrenzten Bandbreite von Photodiode
und Oszilloskop aus, und ein im Institut zur Verfiigung stehendes Spektrometer besitzt le-
diglich eine Auflosung von AA ~ 0.1nm. Fir die Injektionsstabilisierung, die mit dem glei-
chen Problem konfrontiert ist, werden tblicherweise sogenannte Lambdameter verwendet,
die eine Auflésung von AA &~ 0.001nm erreichen [71]. Ein Lambdameter besteht aus einem
Michelsoninterferometer mit einem Spiegel, der auf einem Schlitten bewegt werden kann.

Da im Institut kein Lambdameter vorhanden war und in der zur Verfligung stehenden Zeit
keines mehr angefertigt werden konnte, wurde ein anderer Weg gewdhlt: Es wurde sicherge-
stellt, daB Licht der ersten Laserdiode in den Resonator der zweiten Laserdiode eingekoppelt
ist (wie oben beschrieben diente als Kontrolle das Signal der Monitordiode). Der Graukeil
wurde nicht eingesetzt. Fir die erste Laserdiode wurde ein Pumpstrom gewahlt, fir den sie
sich im LFF-Bereich befindet. Fir die zweite Laserdiode wurde ein dhnlicher Pumpstrom
gewahlt. Wahrend die Temperatur der ersten Laserdiode auf 15°C eingestellt wurde, wurde
diejenige der zweiten Laserdiode im Bereich 10-20°C in Schritten von 0.01°C variiert. Fir
jede eingestellte Temperatur wurde mit Hilfe des Oszilloskops das Leistungsspektrum des
Signals der zweiten Laserdiode berechnet und gespeichert.

Es konnte keine Abhangigkeit des Spektrums von der Temperatur beobachtet werden. Als
mogliche Griinde lassen sich denken:

e Die Parameter beider Systeme waren so unterschiedlich, dal die zweite Laserdiode
selbst bei Ubereinstimmender Wellenlange nicht auf das injizierte Licht der ersten La-
serdiode reagierte.

e Aufgrund von Erwdarmung der Komponenten traten Veranderungen des Lichtweges
auf, so daB das Licht der ersten Laserdiode nicht mehr in den Resonator der zweiten
Laserdiode eingekoppelt wurde.

e Der Bereich, in dem die Temperatur der zweiten Laserdiode variiert wurde, war falsch
gewdhlt, d. h. es wurde keine Ubereinstimmung der Wellenldngen beider Laserdioden
erreicht.

Lohnenswert wére es auf jeden Fall, mit Hilfe eines Spektrometers zu priifen, ob die Wel-
lenlangen beider Laserdioden zumindest grob tbereinstimmen.
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AbschlieBend IaRt sich sagen, daB eine experimentelle Demonstration des vorgestellten
Synchronisationsschemas in der fir diese Arbeit zur Verfligung stehenden Zeit nicht erreicht
werden konnte. Ein moglicher Grund ist die mangelnde Ubereinstimmung der Wellenléngen
des emittierten Lichtes beider Laserdioden. Solange diese nicht ndherungsweise gegeben ist,
reagiert die zweite Laserdiode nicht auf das injizierte Licht der ersten Laserdiode. Daher las-
sen sich die Uibrigen Parameter (Pumpstrom, Kopplungsstarke, Einkopplung) nicht justieren.
Eine mogliche Losung des Problems ware der Einsatz eines Lambdameters, wie es fur die
Injektionsstabilisierung verwendet wird [70].






Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die nichtlineare Dynamik chaotischer Halbleiterlaser mit externen
optischen Resonatoren im Hinblick auf die Synchronisation zweier gekoppelter solcher Sy-
steme untersucht.

Im ersten Teil der Arbeit wurden die fir die folgenden Kapitel bendtigten Grundlagen der
nichtlinearen Dynamik, der Synchronisation chaotischer Systeme und der Theorie der Halb-
leiterlaser vorgestellt. Die Synchronisation chaotischer Systeme und eine ihrer potentiel-
len Anwendungen, die sichere Nachrichtenilibertragung, wurden experimentell am Beispiel
zweier gekoppelter elektronischer Chuaoszillatoren demonstriert.

Hierauf folgte in Kapitel 4 die Auseinandersetzung mit der Dynamik des Halbleiterlasers
mit externem optischen Resonator. Nach einer Darstellung der theoretischen Beschreibung
durch das Lang-Kobayashi-Modell wurde die Dynamik untersucht, wobei das Phanomen der
niedrigfrequenten Intensitatsfluktuationen (engl. low frequency fluctuations, LFF) im Mittel-
punkt des Interesses stand. Zur Untersuchung des Modells wurden die auftretenden Delay-
differentialgleichungen numerisch integriert. Anhand der Ergebnisse der Simulationsrech-
nungen wurde die von SANO gegebene Erklarung der LFF erldutert. Durch eine Berech-
nung der Lyapunovexponenten konnte gezeigt werden, dal3 sich das System fiir einen grof3en
Bereich von Werten der Riickkopplungsrate « in einem hyperchaotischen Zustand befindet.
Im LFF-Bereich ergaben sich fur alle 100 berechneten Lyapunovexponenten positive Werte.
Eine Analyse der experimentell gemessenen Daten stellte sich als schwierig heraus. Auf-
grund der wahrscheinlich zugrundeliegenden hochdimensionalen Dynamik und der begrenz-
ten zeitlichen Auflosung der Mel3apparatur lieferten die Methoden der nichtlinearen Zeitrei-
henanalyse keine befriedigenden Ergebnisse. Es wurde jedoch eine gute Ubereinstimmung
zwischen Modell und Experiment in bezug auf die Verteilung der Intervalle zwischen den
Intensitéatseinbriichen gefunden.

AnschlieBend wurde in Kapitel 5 die Synchronisation chaotischer Halbleiterlaser behan-
delt. Nach einem Uberblick iiber den aktuellen Stand der Forschung wurde ein neues Syn-
chronisationsschema vorgestellt, welches identische Synchronisation zweier chaotischer La-
serdioden mit externen optischen Resonatoren erlaubt. Nach einer theoretischen Beschrei-
bung im Rahmen des Lang-Kobayashi-Modells wurden die Ergebnisse der numerischen
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Simulationen vorgestellt, die zeigen, dal fiir identische Systeme perfekte Synchronisation
moglich ist. Um die Verbindung mit der experimentellen Realitdt zu wahren, wurde unter-
sucht, inwiefern Unterschiede zwischen beiden Systemen die Qualitdt der Synchronisation
beeinflussen. Obwohl diese erwartungsgemal sinkt, bleibt das synchrone Auftreten der In-
tensitatseinbriiche unbeeinflult. Ferner wurde untersucht, in welcher Weise sich eine Ver-
stimmung, also eine Wellenlangendifferenz zwischen beiden Laserdioden, auf die Synchro-
nisation auswirkt. Hier zeigte sich, dal bereits prozentual kleine Unterschiede die Synchro-
nisation zerstoren konnen. Fir grolRere Unterschiede geht sogar jeglicher EinfluR des trei-
benden Systems auf das Antwortsystem verloren. Experimentell konnte das Synchronisa-
tionsschema in der zur Verfligung stehenden Zeit nicht erfolgreich implementiert werden.
Als Grund wird eine mangelnde Ubereinstimmung der Wellenlangen beider Laserdioden
vermutet. Eine LOsung des Problems konnte durch eine genaue Messung des Unterschie-
des zwischen den Wellenldngen beider Laserdioden erreicht werden, damit diese aneinander
angeglichen werden koénnen.

Das Phanomen der low frequency fluctuations kann nach wir vor nicht als endgultig ver-
standen erklart werden. Zwar existieren deutliche experimentelle Bestatigungen des in Ab-
schnitt 4.4 beschriebenen deterministischen Modells, doch nach wie vor gibt es entschiedene
Anhéanger von Modellen, die die Einbriiche auf stochastische Einflisse zuriickfiihren. Eine
lohnende Aufgabe, auch im Hinblick auf technologische Anwendungen, stellt die Kontrolle
der durch den externen Resonator verursachten Intensitétsfluktuationen dar; erste Ansétze
existieren bereits [30].

Die Synchronisation chaotischer Halbleiterlaser mit externen optischen Resonatoren ist
bisher noch nicht experimentell gezeigt worden. Da auch das hier vorgestellte Synchroni-
sationsschema im Rahmen dieser Arbeit nicht erfolgreich experimentell umgesetzt werden
konnte, bleibt sie eine offene Herausforderung. Auf theoretischer Seite liele sich tber ein
Kommunikationsschema fir die vorgestellte Synchronisationsanordnung nachdenken. Er-
ste numerische Simulationen, bei denen chaos shift keying (siehe Abschnitt 2.5) eingesetzt
wurde, zeigten vielversprechende Ergebnisse.

Uber das betrachtete System hinaus besteht beim Einsatz der Synchronisation chaotischer
Systeme zu Kommunikationszwecken noch erheblicher Forschungsbedarf. Einerseits ist fur
die meisten vorgestellten Schemata zur geheimen Kommunikation noch ungeklart, wie si-
cher sie tatsachlich sind, andererseits existieren unabhéngig davon auch Ideen, das breit-
bandige Spektrum chaotischer Systeme fiir die sogenannte spread spectrum communication
(dt. etwa Breitbandkommunikation) zu nutzen, die es erlaubt, viele unterschiedliche Signale
gleichzeitig tiber einen Kommunikationskanal zu tibertragen sowie die Storanfalligkeit tiber-
tragener Signale zu verringern [39].



Anhang A

Lineare Stabilitatsanalyse der Bilanzgleichungen

Fur die Stabilitatsanalyse der Gleichungen (3.12) und (3.13) werden die folgenden Skalie-
rungen vorgenommen,

B =P, )= VNG N,
?Z%y, JA:%(J_YNU),
t=rt d_1d
- T & T
so daf? (3.12) und (3.13) mit
s (N —1]P(b)
fE0 = (550 Ropo) (Aad)
in der Form
d (PO . .5«
i (N(t)) =f(P,N) (A.2)

geschrieben werden kdnnen. Sie entsprechen dann bis auf einen konstanten Faktor den in
Referenz [44] behandelten Gleichungen, die folgende Untersuchung orientiert sich an der
dort durchgefiihrten. Als Fixpunkte der skalierten Gleichungen ergeben sich

P\ [0 B\ (T-9
()= (55) = (&)-(7)

Zur linearen Stabilitatsanalyse werden kleine Stérungen (5I3(t),5N(t))T eines Fixpunktes
(P%,N*®)T betrachtet,

tt))) , (A3)
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Entwicklung des Systems (A.2) um (P%,N®)T bis zur ersten Ordnung liefert ein lineares Dif-
ferentialgleichungssystem fiir die Stérungen,

d (P)\  ~eas qs [OP(1)

i () =2 (350) A4
wobei

Df(ﬁS,NS):<NjI§sl _?ij,s> (A.5)

die Jacobimatrix des zu untersuchenden Systems an der Stelle (P°,N®)T ist. Die Stabilitats-
eigenschaften der Fixpunkte von Systemen linearer Differentialgleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten lassen sich sehr bequem mit Hilfe der Determinante

det(Df) = (1 —N®)( + P®) + N°P®, (A.6)
der Spur
tr(Df) =NS—PS— 5 —1 (A7)
und der Diskrimante
D(Df) = tr?(Df) — 4det(Df) (A.8)

der Koeffizientenmatrix ermitteln [44]. Fur den ersten Fixpunkt (P;,N3)T folgt

~ 2
det(Df) =5 —J, tr(Dh =251, D(Df):@ﬂ;_l),

=] &y

es lassen sich zwei Félle unterscheiden:
J<y = det(Df) >0, tr(Df) < 0, D(Df) >0
= Knoten (stabil),
J>y = det(Df) <0
= Sattel (instabil).
Fir den zweiten Fixpunkt (P5,N3)" folgt
det(Df)=J—3, tr(Df)=—-J, D(Df)=J%2-4J-7),
hier lassen sich die folgenden Félle unterscheiden:
J<y = det(Df)<0
= Sattel (instabil),
J>y = det(Df) >0, tr(Df) <0

D(Df) >0 = Knoten (stabil)
D(Df) <0 = Fokus (stabil).
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Fir J = 3 haben beide Fixpunkte den gleichen Wert; da sie ihre Stabilitatseigenschaften aus-
tauschen, findet eine transkritische Bifurkation statt [10].

Werden die vorgenommenen Skalierungen wieder riickgangig gemacht, so ergibt sich fir
den kritischen Wert Jy, des Pumpstroms, bei dem der zweite Fixpunkt stabil wird,

r
Jh =y (G— + Ntr) : (A.9)
N
Ist der zweite Fixpunkt ein Fokus (istalso y < J— JA2/4, wie es bei Halbleiterlasern tiblicher-
weise der Fall ist), so treten nach kleinen Stérungen des Gleichgewichtszustandes geddampfte
harmonische Schwingungen der Frequenz
1 /= 1

-y -2 A.10
o Y=3 (A-10)

Vrel =

um den Gleichgewichtszustand auf, deren Amplituden gemaf exp(—JAt/Z) abklingen. Die-
se Schwingungen werden Relaxationsoszillationen genannt. Bei grof3eren Storungen macht
sich die Nichtlinearitat der Lasergleichungen bemerkbar, die Relaxationsoszillationen sind
dann keine harmonischen Schwingungen mehr.






Anhang B

Integration von Delaydifferentialgleichungen

Im folgenden wird das in dieser Arbeit verwendete Verfahren zur numerischen Lésung von
Delaydifferentialgleichungen der Form

S xit) = 1) x(t 7)) (B.1)

beschrieben, welches 1981 von OBERLE und PESCH entwickelt wurde [56] und sich ohne
Probleme auch auf Systeme von Delaydifferentialgleichungen anwenden laRt.

Um eine moglichst hohe Genauigkeit e mit einem moglichst geringen Rechenaufwand zu
erreichen, wird ein Integrationsverfahren mit adaptiver Schrittweitensteuerung® verwendet.
Es handelt sich dabei um ein Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren vierter Ordnung (Routinen
rkgs, rkck und odeint aus Ref. [67], teilweise modifiziert). Zur Berechnung der Ablei-
tung x(tn) nach (B.1) ist die Kenntnis des Wertes x(t, — 7) erforderlich. Dieser Wert befindet
sich i.a. nicht unter den bereits berechneten Werten x(t), i = 1,...,n—1, so daf8 er durch
Interpolation aus bekannten Werten bestimmt werden mu. Um die Ordnung des Integra-
tionsverfahrens zu sichern, muR das Interpolationsverfahren von héherer Ordnung sein [56].
Da durch das Integrationsverfahren ohnehin die Ableitungen x(tj) bekannt sind, liegt es na-
he, ein Hermiteverfahren sechster Ordnung zu verwenden, welches x(t — ) aus den Werten
X(ti), X (ti), - . ., X(tir2), X(tj2) berechnet, miti € {1,...,n—3} undt; <ty — 1 <t;; 2 (Neville-
Aitken-Verfahren nach Ref. [78], Abschnitt 2.1).

Fir den Start des Integrationsverfahrens werden die Werte x(t) fir t € [—7,0] durch eine
stetige Funktion @(t) vorgegeben. Die Ableitung x(t) der Lésung von (B.1) kann an den
Stellen t = 0,7,27,..., jpT unstetig sein, wobei j, von den Ordnungen des Integrations-
und des Interpolationsverfahrens abhangt (fur die verwendeten Verfahren ist j, = 8 [56]).
Daher ist darauf zu achten, daf diese Stellen nicht innerhalb eines Intervalls ], i, > liegen,
Uber dem interpoliert wird. Damit dies vermieden werden kann, muB die Schrittweite h des
Integrationsverfahrens furt < j, 7 kleiner als T /(i, — 1) sein, wobei i, die Anzahl der Stiitz-
stellen des Interpolationsverfahrens ist (flir das verwendete Verfahren ist i; = 3). Ferner mul3

I Die Schrittweite wird stets so angepaft, daR auf dem gesamten Integrationsintervall eine vorgegebene Ge-
nauigkeit e erreicht wird; fur Details siehe Ref. [67], Abschnitt 16.2.
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auf dem gesamten Integrationsintervall h < t sein, damit stets ein Intervall [t;, t; + 2] existiert,
welches t, — T enthalt [56].

Zur Implementation wurde die Programmiersprache C verwendet, alle Rechnungen wur-
den mit doppelter Rechengenauigkeit durchgefiihrt. Ein Nachteil des beschriebenen Verfah-
rens ist, dal die Werte t;, x(t;) und x(t;) auf einem Intervall der Lange T zwischengespei-
chert werden missen, so daR fiir hohe Genauigkeiten € (also kleine Schrittweiten) und vie-
le gleichzeitig zu integrierende Delaydifferentialgleichungen (z.B. fur die Berechnung von
Lyapunovexponenten) sehr viel Speicher bendtigt wird. Einen Uberblick iiber alternative
Verfahren gibt Ref. [12].



Anhang C
Notation und haufig verwendete Symbole

zu z konjugiert komplexe Zahl

Real-, Imaginarteil von z

Transponierte des \Vektors v bzw. der Matrix M

Jacobimatrix der vektorwertigen Funktion f

zeitliches Mittel von x(t)

zeitliche Ableitung dx(t) /dt

X(t) ist konstant, vt : x(t) = xq

Skalarprodukt im R3, a-b = a;by +ayb, +asb;

in Abschnitt 4.5 definiertes Skalarprodukt

Grolie des ersten bzw. des zweiten zweier gekoppelter Systeme

LinienbreitenvergrofRerungsfaktor

Phasenunterschied ¢(t) — ¢(t—T)

Verlustrate der Photonen

Verlustrate der Ladungstrager im oberen Niveau
Rickkopplungsrate

i-ter Lyapunovexponent

langsam veranderliche Phase des elektrischen Feldes
Kopplungsrate zwischen zwei Lasersystemen

Umlaufzeit des Lichtes im externen Resonator

Umlaufzeit des Lichtes innerhalb der Laserdiode

Laufzeit des Lichtes zwischen zwei gekoppelten Lasersystemen
Kreisfrequenz

cw-Lichtkreisfrequenz des einfachen Lasers

Abweichung von der Kreisfrequenz des einfachen Lasers, w — wyq
Kreisfrequenzunterschied zweier Laserdioden, wg — wyq
Vakuumlichtgeschwindigkeit

Rickkopplungsstarke kTv/1+ «?

Koeffizient der spontanen Emission
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Anh. C Notation und hdufig verwendete Symbole

komplexe elektrische Feldstarke

Betrag der elektrischen Feldstérke

optische Gewinnfunktion Gy[N(t) — Ny
differentieller optischer Gewinn

Pumpstrom (Anzahl Elektronen pro Sekunde)
Schwellstrom

Anzahl Ladungstrager im oberen Niveau
Tranzparenzladungstragerzahl
Ladungstrdgerzahl des einfachen Lasers
Ladungstrégerdifferenz N(t) — Ngg|
Photonenzahl

Photonenzahl des einfachen Lasers
Verhdltnis J/Jy, von Pump- zu Schwellstrom
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